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li. Poincare, dans ses Figures d’pquilibre (1902), avait traile 
le probleme do la recherche dcs figures d’equilibre cPun liquids 
on rotation a la fois pour une masse homogene et pour un£ masse 
hdterogene. P. Xppell, on lui succcdanta la chaire dc M6canique 
celeste ( 1 9 1 3 ) , avait jugds quo ce probleme mtfritait d’etre. repris, 
inais aussi quo les deux parties devaient etre coin pi element distin- 
gudes Pune de J’a litre. Son cours de 1914? public en 1920', etqui 
forme lo premier fascicule de ce tome IV de son Tvaite de Meca- 
nique ration nolle, portait uniqucrnenl sin* les figures d’6quilil>re 
d’lwae masse homogene en rotation. ✓ ■ 

Les c i reo ns la 1 ices Pout emp6che do conlinueFson cours sur les 
figures d’uuc masse heterogene en rotation, et siir .hr figure de la 
Terre et des planelos, qui cons'titue Pobjet de ce seeded fascicule. 
11 jugeail d’aillours excellemment quo la, question n’etait pas suf- 
fisa mn lent an point, Aussi, .dans un M6 moire* fondamental des! 
Acta Mathematica (192.3), qui fait le digne pendant du Mdmioire 
sensalionnel dell. PoincanS surlcs Figures derivees des ellipso'ides 
(1900) dans le cas d’une masse hompgene, il attire Pattention sur 
le problemo general lui-meme de la rotation d’une masse htHero- 
gene, sur les conditions hydros la liques restrictives de Pcquilibre, 
sur Pimpossibilite du mouvement a la Poinsot, etc. G’esl la le 
probleme d'Appell , qui fait Pobjet de la premiere Par tie du 
present. Ouvrage. 

Sur ses conseils, toujours aussi judicieux qiPiidaires, j’ui dtudie 
compl&lcmcnt la question et je me suis efTorcd de delimiter el de 
ddfinir toutes les series de mouvement et de figures d’gquillbro 
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possibles, ulors qu’on avail (Studio jusquc la prosque uniquemcnt 
la question de 1’dquilibro relatif. Finaloment, on d6monlre que 
le mouvement le plus general d } une masse heterogene libre, et 
soumise a l 3 attraction mutuelle de ses parties , se rambne a la 
rotation autour d\ui axe de revolution de direction fixe , la 
vilcsse de rotation de chaquc pariioule pouvant varier, en profon- 
deur cominc on latitude, d’une fa<;on quelconque. Les surfaces do 
niveau et les surfaces d’^galc density sonl ton jours de revolution 
et symAtriqucs par rapport a tin plan equatorial passant par le 
centre do gravity. La rotation se fait autour d’un axe unique ? qui 
esl l’axe de revolution de ces surfaces etle plus grand axe d’inerlie 
de la masse. 

On distingue alars deux cas de mouvement possible el deux 
settlement : le cas de Vequilibre relatif , ou la masse 1 tourne en 
bloc avec la meme vilesso de rotation autour de son axe, et le cas 
du mouvement permanent . ou les molecules lournent avec des 
vitesses di He rente autour de cet axe. Les Equations g6n6rales du 
mouvement et de Y Squibb re hydro dynamique sonl les memes clans 
les deux cas, avec les mgmes formulas, sauf que la vitesse de 
rotation est une quantity constante dans le premier cas et variable 
dans le second. 

JPai dihnontre encore que le second cas sc decompose lui-m^me 
en deux aiitrcs. Si les surfaces de niveau el les surfaces d ; 6gale 
density coincident (en particulier snr In surface exl<'*rieure), les 
vitesses du rotation soul function uniquemcnt de In distance a Faxe 
de rotation et les surfaces d’dgale vitesse sonl cylindriques autour 
de cot axe. La rdciproque est vraie. Si les vitesses ne sont pas 
cylindriques, les surfaces de nivciau et d’dgule density no coincident 
pns. En particulier, la surface extdrieuro ne pent pas etre une sur- 
face d’6gale density. 

Dans tons les cas, il y a impossibility du mouvement u la 
Poinsot, cominc le fora it un corps solide. L’axe de rotation conserve 
toujoursune direction fixe. Onverra, dans la quatrieme Partie, ce 
qu’il en advienl dans le cas de la precession, agissant stir une masse 
lluide (Chap. XV). 
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La seconde Par tie cle cet Ouvrage est consacrtieal’etude du cas 
des surfaces de niveau ellipsoidales. M. Hamy, dans sa reraarquablo 
These, avaitdbmonlre que, dans lYquilibre relaiif, cos surfaces, et 
par consequent la surface extbrieure, ne peuvent pas etre rigoureu- 
sement ellipsoidales pour une masse h&6rog6ne en rotation. 
Ce rbsultat, qui ressortait dbja des calctils de seconde approxi- 
mation, a et 6 etcndu ensuite au cas du niouvemcnt permanent, 
quelle que soit la variation des vilesses de rotation. 

Ces demonstrations onl complique singulierement F etude des 
figures d’tiquilibre d’une masse heterogene, dans le cas general 
d’une vitesse do rotation quelconque, el re lard 6 la solution dans 
Io cas pratique de la figure des planeles el de revolution de celte 
figure, avec la contraction et Face elc ration de la vitesse de rotation. 

On a vn, dans le premier fascicule de cet Ouvrage. comment 
lY'lude des figures d’equilibre d’une masse homogene avait pu etre 
fa i t.o d’une facon complete pour les figures ellipsoidales, mais seu- 
lement amorcbe pour les a utres figures qui dbrivent. des ellipsoides, 
et cela grace aux cfforls conjugues des plus grands nialhematiciens. 

Dans le cas present, d’une masse luHerogene, les resullats positifs 
el pratiques out pu elrc poussbs memc plus loin, sans effort matho- 
inalique trop complique, mais par une recherche patienle et. 
progressive des conditions d’approximalion successive cl par la 
recherche de limilcs entre lesquellcs la solution du probleme 
devail se Irouver certainement renfermoe. Celle mdlhode, doni 
on verra diffdrenls exemples dans cet Ouvrage, rappelle plulol. 
les proefides du physician qui, guidti par les resullats d’expe- 
riences aulerieures, les renouvelle, lc;s precise et Irouve enfin 
F experience cruciale qui decide du rbsul tat final. 

On a pu cn efibt renfermcr les figures d’une masse hbtbrogene, 
dans le cas le plus gtintiral, entre deux figures ellipsoidales bien 
dbfinies, puis rallacher cos ellipsoides eux-memes a ceux d’une 
masse homogene en rotation. Les rbsultats et les calculs relatifs 
a la masse homogene devenaient directement applicables pour 
n’importe quelle vitesse do rotation, el cela avec une approxi- 
mation toujours suffisanle, que Foil pent cvaluer et perfectiouher. 
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De plus, la figure d’tkjuilibre Lrouvdo n’ost.pas autre chose quo 
la premiere figure derivee des ellipsoidcs de revolution dans le cas 
(Pane masse homogeno. Apres Pexclusion des ellipsoides a irois 
axes, puis des ellipsoidcs de revolution, comme figures d’dquilibre, 
il ne restait plus quo cette unique figure, derivee des ellipsoidcs, 
comine figure d’equilibrc d’une masse hdlcrogcne quclconque avee 
<les vitessos quelconques. 

Elle res te d’aillcurs toujours Ires .voisiue d’un ellipsoide. 

On a vu en efFel, par les res ul la Is de la premiere Parlie de cet 
Ouvrage, que les surfaces ne pouvaicut dire que de revolution, cv 
qui excluait les ellipsoides a irois axes ot tou tes les figures ddrivdes 
do ceux-ci, ce qui simplifiait ddja beaucoup les recherches. 

De plus, j’avais d<'*ja ddmonlrc dans ma These quo la figure 
d’une masse hdldrogone de revolution devuit toujours 6 Ire comprise 
enlrc cellos de deux ellipsoides homogenes, Fun de density dgale 
a la densite moyenne et. Pirn ire a la densild ccnlrale de la masse 
hdldrogenc. Mais cello ddmonstration ol a il, basee sur i’dlude de la 
figure d’dquilibre do deux masses hdtdrogenes a surfaces internes 
ellipsoidales et vitessos variables. Les demonstrations qui eten- 
daient a ce cas Pimpossibilild des surfaces rigoureusemenl ellip- 
soidalos rendaient caduques ces conclusions. 

Or, on peut remarquor qu’uiie masse hdlerogene quclconque 
est toujours comprise cul.ro deux limites : la masse hotnogene et la 
masse complelement eonceiitrdo en uu point. La figure d’uiie masse 
hdldrogenc et ses surfaces de niveau devaieul done el, re comprises 
entre la figure et les surfaces d’une masse homogene et cellos d’une 
masse compldlomonl coneentrde, e’est-a-dire entre la surface 
d'un ellipsoide de revolution et la surface de Roche . 

J'ai ddmonlrd de plus que Pon pout faire Jcoincidcr la surface 
de Roche avec uu ellipsoide de revolution, a moins d’un dixieme 
pres, dans le cas le plus ddfavorable. On peut done, en premiere 
approximation, avec uno approximation Ires suffisante, considdrer 
les surfaces de niveau d’une masse hdldrogenc comme ellipsoidales. 
Les calculs indiquds plus haul redevonaient applicables et le pro- 
hlerne dtait rdsolu. 



PREFACE. 


s IX 

Oil dfmionlre alors qu’unc masse h(St6rogene en rotation proud 
d’abord nne figure voisinc de la sphere, sous la forme d’ an 
ellipsoide de revolution legerement ddprimd outre Ics pdles et 
I'dquaLeur. Si la masse so concentre, la vilesse auguiente, et cette 
figure s’aplalil de plus en plus jusqu’A prendre la forme dhm 
disque plat , com me dans le cas des ellipsoides de revolution, 
dits de Maclaurin, d’une masse homogene. 

Les deux limites de Vaplalisse merit, determines par Glairaut, 
el inddpend antes de toutc loi des densiles inltirieures, se retrouvenl 
ici et peuvenl. se g^neraliser d’une fa eon remarquable sous uiie 
forme aussi simple, applicable depuis les figures voisinns de la 
sphere jusqu’a cellos voisines du disque aplali. 

J’ai de plus reussi a ecrire, en premiere approximation, les 
equations de IVquilibre des figures voisines du clisque plan, (a? 
sont les equations qui corrospondenl, pour le disque et les graudes 
vitessos de rotation, nux equations de Clairant pour les ellipsoides 
voisins do la sphere, dans le cas d’unc fa i hie vilesse de rotation. 
On vtfrifie, coinme dans le probleme de (Ilairaul, quo les figures 
sont (.'iga lenient ell ipso id ales. Vox deux bouts tic? la cliaiuc de 
revolution d’une masse hdlerogcne, la sphere et le disque, nous 
retrouvons done les surfaces de niveau ellipsoidales, dont. les 
figures et surfaces rdellcs no .s’dcarLcuL pas de plus d’un dixieme. 

Nous voyons encore par la quo la scission de la masse par 
dedoublement est egalement Impossible, conimc pour uno masse 
homogene. II pent y avoir seulemerit liberation progressive des 
particulcs a r^qualeur pour former im anneau , analogue a celui 
de Saturne niais non separtf, qui se coufondrn avec le disque final. 

Ajontons encore quo le probleme de la stab Hite des figures 
peut etre Egalement regards cornme resolu puisqu’il se ram&ne 
a celui des ellipsoides homogenes de revolution, Ira ite dans le 
premier fascicule. 

La troisieme Partie compreud l’elude pratique de la figure 
de la Terre , dans le cas d’unc masse lournant tout d’une piece 
avec one foible vilesse. C’esl le probleme de Clairaut , qu’il 
a resolu par son liquation diflVuMniticllc ciHebre, etparla d&nonstra- 
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m quo Unites lcs surfaces de niveau sent ellipsoidales, en pre- 
iere approximation. 

On y Studio ensuile I’aulre formulc fond amen tale dc Clairnut, 
li determine Paplatissentcnt de cheque couche d’apres ^attraction 
l chaque point ot les deux limites qu’il en deduil el qui soul 
depend antes dc toute loi des densiles. 

La furmule de d’Alembert, basee sur Jos moments d’inerlie el 
mouvement dc precession, permet de determiner des limites 
core plus etroites de cel aplatisscment. 

II. Poincare, en utilisant la transformation de Radau, qui 
mono au premier ordre liquation diflcrentielle de Glairaul. 
ait monlrc que Ton obtienl ainsi une limite plus resserr<$e de 
platissemcnt de la Terre, limite inddpendante egalement de toute 
l de densiles a Pinterieur do la Terre. J'avais determine, dans 
■ \ These, une second?. limit?. ires voisinc de cello de Poincart'*, 
ddpendante comim! celle-ci de Unite loi de densities cl. qui peritiel. 
fixer a inoins d’unc unitiS pres la valour de Pinvcr.se dc Papla- 
sement dc la Terre, par la eombinaison des mesures astrono- 
ques de la precession, des mesures physiques de la pesanteur, 
s mesures giknlAsiquos du rayon equatorial do la Terre, toutes 
3s tires connues avee cinq chiffres exacts au moins. Les calculs 
!ilic|iies el. iiunieriqucs, fails avec de tres uonibreuscs lois de 
mdl.es, verifient les calculs theoriqnes, el. reduisenl a quehjues 
lliemos d’unild lVcarl. enlre les deux valours limites de I’inverse 
Paplalissemenl, precision ijn i depasse de benucniip cello des 
ulleuvs trnvnux de geodesic. 

nolle ik.nde de la figure precise cle la Terre so lerniine par Pappli- 
iou, nu problemo de Glairaul com me a celui de Poincard, des 
culs en second c approximation , en tenant compie du cn rre do 
dnlissemenl. On determine les faihles corrections qui s’en 
luisenl, sur la surface exldrieure de Pellipsoide el sur les vraios 
tiles de Paplatissement, en tonic approximation, n° 154. 

La quatrieme Panic contient Petude des diflerenles questions 
i so rail a client a cello de la figure de la Terre. 

Test (Pahord 1 Vnode, en premiere etendeuxieme approximation, 
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de la variation do la pcsanteur dotinee par une troisieme formula 
do Clairaul. el qui pcrineL do determiner egalement FnpIaLissomonl 
de la Tern;, puis les rrisullats des observations a ce sujet, la 
question de 1'isost.asie, Faction ties gaz internes pour expliquer les 
sou lavements el legalisation de la pesantcur, etc. 

C’est eusuilo ^application numcriquc a ce probleme des dille- 
ronl.es lois da densites , 6 tu dices par les astronomes, lois de Roche, 
de Lipschilz, de Levy, les limites de la densite cenlrale, la formula, 
qui ropn'vsente le plus exaelemenl la variation de la density el de 
la pesanleur a Finltiricur de la Terre, etc. 

On y a joint Ftitude des difF6rrul.es hypotheses que I on pout 
Cairo, eu dehors de cello de Clairaul, el qui pouvent influer sur 
Faplatissemenl calcule, coiniue Fhypothese (rune Terre solide, 
cuvisag6e par II. Poiucnr6, ou cello de vilesscs internes variables. 
A. propus dr nolle derniere hypothese, j’ai repris les calculs de la 
precession, on les 6 tend ant aux differents para Holes de la masse 
lluide, montr6 alors qu’il s’inlroduil une force langenlielle p6rio- 
dique, (jui pcrineL d’expliquor les treniblemants da tar re , les 
charriages, otr., j’ni moiilre eulin <(ue Faplalisscment de I’ecorce, 
different de celui des couches internes, pout, par reflet de la 
precession, prod u ire un de placement du pole , qui a pu laisscr 
des traces glariaires duranl les poriodes geologiquos. 

Enlin, les mrmes calculs sonl appliques a Jupiter et a Saturna . 
Les liiuil.es de Clairaul. monlrcnt alors, pour ces deux planetes, 
<|u’il doit y avoir une condensation inl6rieure prononcre, un veri- 
table noyau central , incompatible avec les lois de densites de 
lloelie et de Lipschilz, et quo la loi plus gen6ralo de Levy permcl 
seule d’inlorprcier et do Lrnduirc. Bien plus, les limites imposees 
alors par les formules de Clairaul. el de d’Alembert ne permellenl 
d’cxpliquer I’aplatisseinont de ces deux planetes par aucune des 
lois d(» densites coniines, et l’on inontre qu’il Caul ndcessairemenl 
admettre sur ces planetes des v it esses de rotation plus grandes 
h la surface qu’a Fint6rieur. On deduit de la les conditions meca- 
niques et physiques de la formation des bandes paralleles al’6qua- 
tour observ6es sur ces planetes, la formation aussi des laches du 
Soleil et de l’anneau de Saturnc. 
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Je liens a signaler en term inant les deux Ouvragcs les plus 
imporlanls .publics dornicrement en francais sur la question gene- 
rate etudtec ici, par MM. Wavre ct Dive. On trouvcra le resume 
de ces travaux, avec les remarques ct les reserves qu’ils suggerent, 
aux n os 45. 78. 91, 115, 153, 164, 165, 191, 192, 196. 

An probleme des figures d’dquilibrc (Pune masse hornogene, se 
raltachait celui dc la possibility, de la stability et de la formation 
des anneaux, hypothese de Laplace et experience de Plateau. Ctesl 
pourquoi, dans la seconde edition du premier fascicule dc cot 
Ouvrage, j’avais ajoute mi dernier chapitre sur les figures amiu- 
laires et leur formation. 

LVuude des figures d’dquilibra d’une masse hyterogene ct de la 
forme des plun&cs conduit a envisager egalcment la scission de la 
masse en deux a litres et la formation possible des etoiles doubles 
et des satellites des planel.es par ee phenomene de dikloublement . 
Aussi J. II. Jeans avail inti Lute Problems of Cosmogony une£l.udc 
generate sur les figures d’dqtiilibro possibles d’tme masse Iicle- 
rogenc en rotation plus ou moins rapide. De son cote. H. Poincare 
avail <Hudi6 ct public, apres scs Figures d’ equilibre , ses Lcqous 
sur les hypotheses cosmogoniques , ou il a precis 6 lc probleme de 
Involution et de la formation des astres pour on faire un probleme 
vraiment et uniqucmcnl scientifique, un probleme dc Mdcanique 
el. de Physique. (Test actnellement le probleme fundamental do 
P Astronomic physique et de la Mecanique celeste, conimc le pro- 
blem e de la formation des couches de lteeorce terrcslre esl lc pro- 
bleme fondamental de la Geologic. La connaissancc de la consti- 
tution de PUnivers esl assez avanc6c pour quo le probleme cte son 
evolution et do sa formation puisse elre abord6 et rdsolu. 

De nombreuses eludes out die publtees sur ce .sujet, qui avail 
retenu ('‘galomonl raltention de P. Appell. II avail songe d’en faire 
Pohjet (Pun Iroisicme fascicule de ce tome qualrieme, qui serait 
devenu un veritable emirs dc Mdcauiquc cdleslc. Le temps seul Ini 
a manqucL Depute, a la suite de Poincare ctd’Appcll, de nombreux 
cherchcurs ont public des travaux remarquablcs sur ces problemes 
fondamentnux, au point cte vue physique, sur la constitution, 
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c’esl-a-dire Vequilibre thermodynamique ties eloiles el par 
consequent lour evolution et, au point de vug nnicaniqiie, sur In 
formation m£me des eloiles el des planetes par la condensation de 
la matiere dans un milieu diffus et Taction des perturbations des 
astres voisins. Cette concentration de la matiere se continue dans 
la formation et revolution des amas d’etoilcs el des voies lactdes, 
et Ton peut se rendre compte actuellement quo la seule force de la 
gravitation, qui explique tous les mouvemenls des astres, depuis 
It's travaux de Newton el de Laplace, qui explique leurs figures 
(Tequilibro, depuis ceux de Glairaut et de Poincare, permet. 
d’expliquer egalement leur foi'maliou el Torigine memo de tons 
leurs mouvemenls. 

On iron vent deja dans Constitution at evolution de V Univers, 
public chez l)oin, IVibauche des questions qui pourraienl etre 
irailees dans ce Iroisieme fascicule. Elies pourraient etre reprises 
(‘l compldlees, avec tons les rdsultnls plus rdeents, pour faire un 
ensemble Ires complet de ce que la Mdranique el la Physique 
peuvenl nous apporler sur la formation (it Involution de noire 
Univers. On pent du moins actuellement rcsserrer la solution du 
probleme de la constitution et de la formation des astres enLre des 
hypotheses lirnites Ires voisines, qui nous donnenl une premiere 
approximation certainemenl tres approchee de la solution gfaiAralc. 

D’ailleurs, de income que le probleme de la formation des 
couches griologiques se pose seulemcnl apres le probleme astro- 
nomique de la formation de la Terre, de memo le probleme de la 
formation des astres se pose settlement apres eclui de la matiere 
pesante et de ses atonies, formes par la concentration et la neutra- 
lisation (Uectrique des protons et des electrons priniitifs, issus 
probablcmonl de Tether, avec les rayons cosrniques, d’apres la 
tluSorie de Millikan. De plus, les deux problemes sc resscmblent 
Mrangemcnt an point de vue Mdcanique, et pcut-tHre le second, 
qui marche a pas de gdant, sera-t-il r^solu par les monies moyens, 
grace au concours cle la Physique mathdmatique et de la Physique 
cxpdrimenlale. 

Avril 1935. 


Autx. VERONNET. 
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CHAPITIIE I. 
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1 . Chez les anciens. Les premiers homines qui voyagerenl 
(lu Nord au Sud, dc Greee en Egjple, onl du remarquer la 
difference do hauteur du Soleil el des 6 loiles en ces different* 
lieux. Pylhagorc, vers Tan 5 oo avanl noire ere, el probablement. 
d’apres ces observations, esl le premier a enseigner que la Terre 
est ronde. Aristotc adople cette thdorie dans son syslSme philoso- 
phique el cosmogonique, vers — 3 oo. 

Peu a pres, vers Pan — 200, Eratosthene mesure un arc de m£ri- 
dien entrc Alexandrie el Sytoe dans la haute Egypte, et en d^duit 
que le rayon de la Terre dlait voisin de 7000 km . Ce r&sultat, exact 
a 1 / 1 o° pres, <Hait remarquable pour l’£poque. 

Mais la conqufilo romaine ne tarde pas A 6 touffer la science 
grccque, coni me le soldat romain avail tu£ Archim^de. Le milita- 
rism© romain ne connaitpas de savanls, et les conquGtes scientifiques 
et astronomiquos des penseurs grecsct^gyptiensnefurentconnues 
que beaucoup plus lard en Occident et en Gaule, par Pinter- 
mddiaire des Arabes, par PAfrique et PEspagne. 

APPEM.. — IV (2). 
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2. Au moyen Age. — La science moderne, qui esl surlout 
expirimontale au coniraire de la science grecque, qui est surlout 
dialeclique et giomilrique, est nie et apparail des le xn w siecle, en 
France, a Paris, et cela d’unc fa con completement ind^pendanlc, 
comme nous Font rev<H6 les r ocher dies bibliographiques do 
Duhem : thdorie du levicr, do Parc-on-ciel, de Paimnnl, lois de la 
chute des corps, etc. 

La rotonditd de la Terre no fait plus do dome. Eu i34<>, Nicole 
Oresmo, public en frangais sou Traite de la sphere , ou il 
defnonlre la rotation de la Terre, et la relativity du mouvenieul du 
ciel, par les monies preuves qu’uujourd’hui. 

Eli 1492 Ghrislophe Coloinb ddcouvre PAmcriquc, cn voulani 
la ire le tour du monde, co quo fera Magellan 3o nns plus lard ( 1 5»o). 
En i53o le modecin franc a is Fernel niesure la distance de Paris a 
Amiens et en deduit le rayon de la Terre a i / iooo 1 * pres. La preci- 
sion des mesures des nnciens elail, du premier coup, bien 
(I e pas sc'; e. 

3. Newton et Cassini. Les premiers disaccords scientifiques. 
— G’est la connaLssance de la mesure de Fernel, qui a permis a 
Newton la premiere verification de sa loi de la gravitation, en 
inontrant quo cVtaiL bien la pesantcur terreslre qui mainlenait la 
Lane dans sou orbile. II etcud, dans ses P rincipes , cette loi tmi- 
vorselle a tons les mouvemonts et perturbations des aslres, il 
dtiduit memo la forme de la Terre et des planetes do Paltraclion 
muluelle de lours parlicules, combinie avoc la force centrifuge. La 
Terre, en la supposanl homogene, devait Aire aplatie aux poles et 
renllie a I’dquateur. 

Vers la memo epoquc la geodesic est nee par l’invention de la 
triangulation (Snellius et des lunettes a riticules (Picard 

i()6y). Au d(Vbut du xvm 6 siecle, Cassini direclcur de l’Observa- 
toire do Paris, profile des premieres mesures pour essayer dVui 
deduire la forme de la Terre. 11 trouve qu’ello est plus haute , au 
p6le qu’a Piquateur, de go millcs. 

(j itait, sur cette question, la premiere contradiction, et non la 
dernierc, cnlre le calcul el les mesures. 


I. La mission geoddsique du Pirou et les calculs de Clairaut. 
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— Le conflit <Hait grave, car si Ton admetlait ces conclusions la 
Terre no pouvait plus tourner aulour de sos pdles. G’est pourquoi 
r\cad(^mic des Sciences docida d’cnvoyer deux missions g6odd- 
siques, an Porou el en Laponic, pour niesurer deux arcs de 
meridien assess dloignds Pun de Paulre pour que leur compa- 
raison permit de trancher d<*finitivemenl la question. 

D’autrc pari, on pouvait se dcmander, si le calcul fait ensuppo- 
sant la Torre homogene, res Lai i valable pour une disposition 
ffuelconque des densites a Pinlerieur. C’est alors que Clairaut 
eludia el resolut completemenl le probleme dans sa Theorie de 
la figure de la Terre (1742), qu’il pubiia apres les mesures de 
la mission de Laponic et avant le retour de eelle du Pth’ou. 

11 commence par ctablir, d ’a pres Bouguer, les conditions 
hydrostaliques de I’equilibre du lluide, ce que Newton avail 
oublie de faire. II elablit une Equation differentielle du second 
ordre qui relie Paplatissement de Unites les couches a la density. 
GctU* equation, reslee crilebro en mathemalique, porte encore 
le uom d* equation de Clairaut . II ddmontre qu’en premiere 
approximation les surfaces de niveau soul ellipsoidales, el que 
leur aplalissemont esl. croissant du centre a la surface. 

II ('‘tablit misnitc deux limites rem.arqua.hle s outre lesqucls 
Paplatiss(»ment doit necessairemeul <Hro coinpris, Pune qui corres- 
pond au cas d’une masse homogene et Pa litre an cas d’une masse 
condonsec complelemenl. au centre. Les mesures de la mission de 
I japonic, compnrees a (belles de Paris, prouvaient bien cette fois que 
la Terre el, ail aplatie aux poles, mais pas assez pour rcntrer dans 
ses limites. Au conlraire Paplatissement de Jupiter, observe par 
Gassiui 1 / 1 3 , cadrait parfaiLcment avec ces deux limites. 

Clairaut demonlrait enfin une seconde formula fondamen- 
tale , <[ui donna i l la variation de la pesantenr de l’dquateur aux 
poles et. cela ind&pendamment de toute hypothese sur la varia- 
tion des densites . La valeur de g & la surface devail ddpendre 
uni(|uemenl de Paplatissement suporficiel, du rapport de l’attrac- 
l.ion a la force centrifuge., et du carrd du sinus de la latitude. On 
pouvait done mi deduire Paplatissement et Clairaut montrait que, 
dans ce cas, les mesures du pendule donnaienl des valeurs 
eonformes a ces deux limites. 

Nous verrons comment au xx° sidcle on a pu ddterminer des 
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limiles beaucoup pins resserrEcs, Egalemenl indEpendanles de la 
density, ce qui a une importance fonda men tale au point de vuo 
thEorique et pratique. 

Apres Glairaut, d’Alembert ELablit une nouvelle for male 
importante, qui permeltait de dEduii'e raplatissement de la Terre 
de la consideration des moments d’inertie et des mesures puremenl 
astronomiques de la precession. Laplace dEmonlre plus rigoureu- 
.semenl par les fonclions sphEriques que les surfaces de niveau 
doivent Eire ellipsoidales, et Legendre indique la correction a faire 
pour calculer la seconde approximation. 

5. Premiers resultats precis de la geodesie et du pendule. Bessel, 
Clarke, Faye. - On a vu que si les mesures de Laponie et du 
PErou avaient pu verifier raplatissement de la Terre, idles n’Etnionl. 
pas asscz precises pour verifier les li mites imposees par Clairaui, 
ce qui montre a quel point ces calculs thEoriques Etaicnl en avanee 
sur les observations par lour precision memo. Nous constaterons 
le rneme phEnomene plus turd, pour d’aulrcs I ini il.es . 

II fallut attondre exactcmcnt un siecle pour armor aver 
Bessel (i 84 i) & une determination un pen serieu.se de I’aplaiissc- 
mcnL de la Terre eL qui cadrait avuc les limites de Glairaut. II 
irouvait, pour Pinverse de cel aplatisseincnt, un numb re voisin 
de 3oo. II flint remarquer, a cc sujet, que In precision des mesurrs 
ne pouvait lui douner que deux cl ii (Tiros exacts, ccqui ne Pempcchc 
pas d'en Ecrire 7, soit 299,15.28. Ge qui nous fail sonrire, car le 
troisieme esl certaineincnt faux. II esL vrai (ju , il y a quclques 
annEes les inoilleurs calculaleurs donnaient PexeentririlE de la 
nouvelle plane to Pinion aveo six chi (Ires exacts, alors que le 
premier 6 tail Ires douteux. 

Les dimensions de la Terre Etaicnl donnEos de memo aveo 
9 chid res exacts, soil, pour le rayon Equatorial 6877 397, 1 5 a un 
centimetre pres. Les quatres premiers souls sonla pen pres exacts. 

Les mesures gEodEsiques s’ELaicnt multipliees dans le monde 
au xix w siecle. Vers la inEme Epoque (1880) Faye en France et 
Clarke en Angleterre utilisent ces inatEriaux pour dElerminer la 
forme eL les dimensions de la Terre et re iron vent a peu pres les 
mEines valeurs pour raplatissement, mais dilFErentes de cello do 
Bessel, 292 et 293. 
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Faye dtablissait de plus, par la discussion sur la precision des 
mesures, que Perrcur probable ne pouvait pas ddpasser une united 
pour Pinverse de Paplalissement, nielre suptfrieure par consequent 
a 294. 11 montrait on m£me temps, que les mesures de la pesan- 
teur, bashes sur la formule de Glairaut, pouvaient modifier de 6 
unites le dernier chiflVc de Pinverse de Paplalissement, si Pon 
lenail comple de la deuxieme approximation. 

ft. La limite de Poincare. Nouveaux disaccords. — Ces nou- 
veaux nombres furent adopts unanimement par les astronomes et 
les giodesiens. Mais, peu d’annies apres, Radau par une heureuse 
transformation, rainene liquation de Glairaut a une Equation 
diff< 5 renlielle du premier ordre, Pintroduit dans la formule de 
d’Alembert et en ddduil, un aplaLissement, donl Pinverse estvoisin 
de 297. La precision et la valour des mesures prdc^dentes iLaienl 
remises en question.] 

En 1889, Henri Poincar£ reprenait la question et montrait que 
cette valeur 297 ilail une limite inferieure , completeinent inde- 
pendanle de la repartition des densities a Pinl/'rieur de la Terre, 
coniine les deux limites de Glairaut. De plus, ce uoinbre so didui- 
sail, malh< r *matiqucmenl des seules mesures du coefficient de pre- 
cession et du rapport de la force centrifuge a Paltraction, qui 
etaienl ronnus avec an moins qual.re chi (Ires exacts. La li mile de 
I* in verse de PaplatissemenL (Hail d^termin^e, a une uniti pres, par 
des nombres donnas uniquemenl par les mesures du pendule el 
les mesures aslronomiques. Les risultats des g6od6siens etaienl 
condamn^s par ceux des nslronomos el des niathtfmaticiens. 

7 . Nouveaux travaux g^odisiques. Helmert, Hayford. L’isos- 
tasie. — Devant ces rdsultals, les g^od^siens se voient obliges de 
reprendre, sur de nouvelles bases, la critique scientifique de leurs 
mesures. 

On avail d’abord corrige la mesure de la pesanleur en cliaque 
point, d’apris la density du sous-sol, correction de Bouguer, mais 
Faye et Pratt avaicnl fait remarquer dans la suite, que Pon obtenait 
des rAsultats plus concordants en ruigligeant cette correction et ils 
expliquaient ce fait par Phypothese de la compensation , d’apris 
laquelle P^corce terrestre serai t plus dense sous les oceans que 
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sous les comments, desorle quo les poids des couches supcrficiellcs 
y seraieul les rapines cl quo les attractions s ? y compenseraienl. 

Hclmcrl, direcleur dn service gdoddsique de Berlin, par um* 
liypolliese analogue, fail la condensation de loule la masse super- 
liciello, sin* line coucho silude a environ ioo km au-dessous de la 
surface (1900). Les mes tires gdoddsiques sont rondues encore plus 
con corda nlcs el il tronve bicn •mj’j pour Bin verse de I’nplntissc- 
nieni. 

U11 pen plus lard (1909) liny ford, en Anglelerre, applique 
L’ hypo these de l J isostasia due a Airy, pratiquemenl la memo que 
les prdeddentes, d’apres laquclle les morceaux de la mosaique, i|u«» 
forme I’ccorce lerreslre, doiveut exercer la memo pressimi sui* la 
couchc Huide sous-jaccnte. en dquilibre Jiydroslalique. Les ralruls 
fails d’apres cello liypolhese Ini donnenl dgalemenl le nninhre 
exigd par la limitc do Poincan'*, 

(lallaudrcau (1889) reprend le probleme deClairaul en secundr 
approximation el Darwin Tapplique a la limile de Poincard, qui 
n’en est. guere modilidc. Puis Danvin el Jlclmeri (1900) ealeulenl 
dgalcmeul la correction a apporter a Ja lbrmule tie (llairaut en 
seconde approximation. Tlelmerl l’appliquc mix observations du 
pcndulc el en deduille nombro 0.98, pen diildrenl. des prdeddenls. 

H. Travaux r ©cents. La seconde limite de l’aplatissement. 
iM. Ha my. dans sn these (1888) avail dcinontrd qu’une masse 
hdtdrogene, en roLation uni forme, no pouvail pas prendre une 
forme rigoureusemenl ellipsoidale el il avail elmlid les lois de 
vilesses qui pouvaient donner des cllipsoides liomolbcaiix. II avail 
calculi pratiquemenl. (0. numdriquement la valour de I’aplatisse- 
meal, pour plusimirs lois de densities, dans I’hypolhdse d’une Torn* 
cninposde de trois couches el relrouvd la limile de Poincan'* y.9;. 

J’ai repris le inline probleme dans mn thdse (ipiu ) {Journal dr 
Mathematiques pares et appliquies) en cons i(i drain une varia- 
tion continue des couches d’dgale densitd, et en dtudianl d’une 
facori complete la variation de Puplnlissomonl avee. la variation de 
la vitesse de roLation, comnie cola avail die fail pour une masse 
homogene. Mais surlout je m’clais proposd d’dtudier loutes les 
diffdrentes hypotheses, capo bios de fnire vuriei Paplalissement 
donnd, soil par la prdcossion, soil par le pendnle. 
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J’ai d’abord e tabli una seconde limite de Paplatisscmenl, qui 
dotme 1111c valeur tros voisinc de cello de Poincard, et (Sgalenicnt 
iudependaiile de Loute loi dcs densites, a PinliSrieur de la Terre. 
L’ecarl thoorique possible enlre les deux valeurs de Pinverse de 
Paplalissement no depassc pas o ,3 (297,10 eL 297,40)* Les a a 
oalculs nimuiriques, fails avec Ionics les lois de densites conn ues r 
donnenl meiiie 20 uoinbrcs idenliques a 0,00 pres. L’aplattssernenl 
esl determine pratiquement avec 4 chiHres exacts. J’ai d6 termini 
etifin Jos deux limilcs on seconde approximation, jusqiPau 
ciiiquiemo chiffre, monlre quo la troisiemc approximation, et les 
autres, n’influeraienl que sur le sixieme chiffre. On a bien la 
valeur reelle avec quaLre chiHres exacts. 

Celle valeur d^pendait dcs hypotheses failes : Terre on equilibro 
hydros la liq ue, rotation on bloc. J’ai (Hudid aussi leeas (Pune Tom* 
solide, ou animec de vilesses variables a Pinlerieiir, ot determine 
les modifications introduites dans Paplalissement ou le coefficient. 
<le precession. Si la geodesic arrivait a determiner Pinverse de 
I’aplatissemcnt a line unite pres, cl mi dehors des deux limilcs 
fixdes, il faudrail admellre des rotations diflemilos, sur les dilTo- 
rent.es couches inlerieuro.-. 

0 . P. Appell, reprise du problem© general. — Paul Appel 1 , on 
1 91 4 , par soncours sur la rotation (Pune masse homogene, public 
en 1920, attire de nouveau V attention sur la question et suseile de 
nouveaux travaux. II reprend el. s’ e (Force de faire preciser les con- 
ditions h vd rod ynamiq ues de Priquilibre, la discrimination des 
mouvemcnls possibles en dehors de l-’dquilibre relalif : mouvement 
A In Poinsot, mouvemcnls avec vilesses di (reroutes com me sur le 
Soleil et Jupiter, etc. 

E11 particulier dans le cas de vilesses de rotation variables, j’ui 
d('*lermin6 la condition pour que le champ des accelerations ne soil 
pas tourbillonnaire el quo les couches dV^gale densiie rcstent des 
surfaces de niveau. 

On arrive a demonlrer, en resume, que les deux seuls mou ve- 
in cuts possibles sont le mouvement relalif, avec rotation uniforme 
au tour d’un axe fixe et le mouvement permanent, avec vitesses 
difi^ rentes sur chaque parallele, autour d’un axe egalement fixe. 

Dans les deux cas, les surfaces de niveau sont de revolution 
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autour de l’axe. Dans le second cas, les vitesses de rotation doivenl 
£tre les monies a la memo distance de cet axe, quand il y a urie 
fonction dos accelerations ou quand les surfaces de niveaux coin- 
cident avec les surfaces d’egale density . 

Ces Lravaux cl rAsuliats ferment l’objet de la premiere partie 
de cet ouvrago. 

10. Le problems de Involution et la cosmogonie. — Comme on 
l*a vu dans le premier fascicule de cet ouvrage, on avait pu d6ter- 
mincr co m pie Lemon t. devolution d’urie masse hoinogene en rotation, 
quand la forme ext6rieure reste eilipsoidalc, et arnorcer I’^tude des 
figures do bifurcation. 

Si don accdlerc la rotation d’une masse homogene, dont la den- 
site reste constante , daplalisscment croit avec la vitesse, puis a 
un certain moment la vilessede rotation ddcroit alorsque la masse 
continue a s’aplalir iiuhWiniment sous la forme d J un disque. A un 
certain moment la masse pouvait prendre la forme d’un ellipsoide 
allongri a trois axes, qui alors s’tillnugeait inddfinimenl, sous forme 
d’niguillc. 

Dans co premier cus, il fautfouruir uuc Anergic, mi un moment 
de 'rotation .toujours plus grand, a la masse, pour quo, la density 
resLant constanlo, le rayon s’dlcnde inddfiniment. One masse 
Isolde, comme le Soled cl, les plnncles, qui Avolticen so contractual, 
conserve toujours un moment, de rotation constant . Laplace, qui 
avait fail ces remurques, et iniroduil.ee nouveau paraniel.ro, avait 
moult'd quo, duns co cus, daplutisseiuenl augmente inddlinimeiit 
avec la contraction, el. la vitesse de rotation aussi. 

Pui inlroduil, dans cello discussion, la consideration du grand 
axe de dellipsoide, comme variable , co qui permet de determiner 
la grandeur do la figure, aussi bion quo sa forme a chaquo 
moment de Involution, comme u la limite du disque aplati 
(P. Appkm., Mecanique rationnelle , t. 4-, n° %\ bis). 

Le incline probleme so pose pour la masse hdtdrogene. Ilse trouve 
simplify du fait quo cello masse doit roster do revolution. Il se 
trouve compliqud, du fait quo IVL Hamy a ddmoutrd, que les 
figures d’dquiUbro no pouvaiont pas dire rigourousement ellip- 
soidales, dans lecas de rdquilibrorelatif, rotation tout cPimepidec. 
Dans le cas de vitesses variables, flamy avail dtendu la premiere 
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discussion ci-dessus, density constants, a une 
dont les surfaces de niveau seraient homofocales, et retrouv* les 
monies r&sultats. Je Pavais reprise et dtendue aux surfaces de 
niveau homothdtiques. el montr* que la figure d’une masse h*t*~ 
rogene en rotation res tail loujours comprise entre celles de deux 
masses homogenes de density ddlerminee. L’dvolution d’une masse 
htHerogene dlait rallachee a cello d’une masse homog*ne par deux 
lirnites elroil.es. 

J’avais ddmontr* en outre, que, dans le cas des ellipsoides 
homogenes ou het*rogenes, la force centrifuge lie pouvait jamais 
*galer Paltraclion, avec la m&me vilesse de rotation dans toute la 
masse. Le dedoublement <Hait done impossible, par simple con- 
traction et accroissemenl de vitesse. On ne pouvait pas expliquer 
ainsi par fraet.ionnomcnl la forrnnliou des satellites ou des Voiles 
doubles. 

Dopuis, on a clendu an cas gtintfrnl Ja demonstration dMIamj , 
sur [’impossibility des figures rigoureusemenl ellipsoid ales. Le 
prohlemo de.venail plus compliqu*. 

1 1 . Les deux lirnites de Clairaut et endues au cas general. Solu- 
tion gen^rale. — Clairaut avail inonlre c j no. [>our de laiblcs 
vitesses, Paplnl-is-sement restait compris entre celui de la nidme 
masse supposec. homogene, et celui de la masse condensee coin- 
plcleineut au centre. On pent rcinarqucr qu’il en sera de memo 
pour routes les vitesses et que l’on aura ainsi deux figures lirnites : 
Pellipsoide de revolution, easde la masse homogene, et les figures 
de Roche , cas de la masse concentric completemeni. 

J’ni d6montr<S de plus que les figures de Roche different tres peu 
d'un ellipsoi'de, a quelques centiemes pres. Pratiquementla surface 
exlerieure d’une masse. h(5l<h'0gene quelconque se confondra avec 
cello d’un ellipsoide a moins d’un centieme pres. On pourra 
loujours regard er les surfaces de niveau, commc ellipsoidales, 
fniro les calouls dans cette hypoth^se simple, et conserver egale- 
mmil les ancieus calculs. 

Com me Clairaut avail trail* le problemc des faibles vitesses, en 
n* gligeant le carr* de l’aplatissemcnt, on peut de meme traiter 
celui des grandcs vitesses et. des grands aplatissemenls, en d<Sve- 
loppnnt. les formulas en fonction du rapport, des axes, qui esl alors 
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ires petit el n6gligeanl leur cam*. On retrouve alors, coniine pour 
le problcmcde Glairaut, dcs surfaces rigoureuscment cllipso’idales. 

U figure d’une masse U(Vl6rogene ost, done rigourciisemenl 
ellipsoidale a ses deux limites. au voisinage de la sphere cl du 
discpic aplali, el s ? en eearte ires peu cnlre les deux. En lout eas 
ollen’oflre jamais de points d,’ inflexion el. ne se ere use pas, done 
ne se dodoublc pas. La deformation des figures de bifurcation 
des ellipsoides homogenes, se Iraduii ici par im ledger aplalisse- 
menl cnlre le pole el lY i qualeur. On pourra done lui appliquer les 
monies calculs el les memos discussions quo pour mve massif 
homogene, rrisum&s dans le nuinero precedent el foil obtiendra les 
memos rfsu Lints. La masSe en se conlraclanl lendra vers la figure 
tFun. disque aplali. donl on poul determiner lc‘ ravon el la vilessc 
limile des difierenls poinls. 

Cos diflerenls trnvnux formemnl I’ohjcl de la deu.rirme purtie 
de ret outrage. 

12. Application ala Terre et auxplanetes. Ce sera fnbjel de 
la troisieme parlie. On y irouvera les Ira van x indiqinVs dans les 
nuindros precedents, depuis Clairaul, Poincarti, ole., le pmblome 
en seeonde approximation el. ses r&sullals, pour la determination 
de faplalissement. La qualrie.me parlie doime les calculs relalifs 
a la pesanleur en premiere el second c approximation, ainsi que 
ceux relalifs mix dillerenles lois sur la d ensile inhb’ieure. 

l/npplicnlion a Jupiter el a Salurne, immire <| no la loi des den- 
silos dc Roche esi impuissanle a expliquer leur aplatissemeul. II 
fa ii I pour Pexpliqucr admcllro im veritable noyau ventral plus 
dense quo les parlies exldricnres, inlroduire une loi des donsil.es 
qui possede un point d’iullexinn. On relroriN era line pnrcillc loi en 
les sLipposunl. gazeux. 

On verra quo les parlicules de I’unueau de Salurne ii\ml pu se 
do lac her que s’ils avaienlune viles.se considdrablenient. plus grande 
que lo restocks la masse, commo un salellile on une grosses eoinelo, 
qui seraienl lomlxSs dans son atmosphere. 

L’cxlension des calculs do precession au eas general nous uion- 
trera quo faction pertnrbalrice de la Lune el du Soldi inlroduil 
vine force tangenticlle de surface, qui comprime on distend alter- 
nativemenl less paralleled de 3(>°. On pent y voir une cause des 
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tremblements da Terre , des charringos gciologiquos, du crcusc- 
menl du foss<5 medilerraneen, etc. 

Celle 6tude m on Ire cgalciuenl; quo la precession agil plus forte- 
men t sur I’dcorce pins aplalie quo sur le noyau, 11 doiL done y 
avoir dr ce faitun deplacement du pole a la surface, qui a pu elre 
considerable an cours des periodes g^ologiqucs et peut expliquer 
les traces dt? glaciers, aux periodes anciennes, jusque sous I’dqtiu- 
lour. 

TCn remontant dans revolution (Pune masse h<k6rogene, do plus 
on plus dilutee, sc posele problem*; dc savoir comment cos masses, 
([iii arrivent, cn se dilalant, a se confondre dans urn* inMndeuso 
universclle, onl pu se separer les uues des u litres, se condenser, 
acquerir leur moment de rotation. C/est egalement un problemede 
mecanique celeste, quo les lois de la meeanique permcttenl egale- 
ment de rusoudre. (Pest ee probleme, poscS par Laplace, que 
Poincare a precise el deblaye, en le rendaut vraimenl scicntifique 
dans m‘s Leeons .sur les hypotheses cosmogonic/ ues, qui forme 
I'objel de Constitution etexolulion de l ) Univers (Alex. Veronncl, 
die/ Doin, iprifiL ( le sera le mi jet d’un troisieme fascicule. 
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PREMIERE P ARTIE. 

CONDITIONS GENERALES 
DE L'&QUILTBRE HYDRODYNAM1QUE. 


CHAPITRE II. 

EQUATION KONDAMKNTALE D'llYDRODYNAMlQUK. 
DISCUSSION GEN ft RALE. 


13. Les conditions du probleme. Nous considtfrons tine masse 
lluide quelconquo, soumise a des forces quelconques el a des 
moiivemenls quelconques. Nous supposons le Jluide par fait , 
cV sl-a-dire sans viscosity ni fro Item cut interne enlre ses parlies. 

Dans le probleme pratique que nous (Hudierons, la masse sera 
soumise seulemcnt a UaUraclion mutuelle de ses parlies suivant 
la loi de Newlon. Mais, dans cette premiere panic, nous suppose- 
runs aussi les forces exlArieures quelconques pour conserver tou to 
sa gdndralitd au probleme. 

Les parlicules scronl encore soumises aux forces intcrieures du 
lluide, qui se reduisent a la poussde, due ala variation de pression, 
comme il a ele etabli dans le tome 3 de ce Trailv de Mtcanique 
rationnelle. 

Nous supposons enfin les inouvements quelconques. 11 s’inlro- 
duira unc force centrifuge et line force centrifuge composite en 
chaque point. Nous rechercherons ceux de ces mouvements, pour 
lesquels toutes ces foi'ces se feront 6quilibre en chaque point, c’esl- 
a-dire les mouvements qui seront produits ou entretenus par ces 
seules forces. 
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14. Equation d© l’equilibre hydrodynamique. — Consider oils 
un element de volume dr, dc deusile p de masse dm •--= pdr. SoitF 
l 7 inlens i 16 du champ de forces an point considdrd, forces ext6rieimts 
et forces d’inertie, la force qui agit sur 1*616 men t dm en dr sera, 
en grandeur el en direction, F elant un veclcur, 

(i ) F dm. = p F 

D’autre pari la pousscc, due aux pressions internes, esl mesuree 
par le gradient de la press ion. ou la ddrivde de la pression j> par 
rapport an rayon vecleur /*. (Test un veclcur, normal aux surfaces 
d 7 egale pression, dirige vers ies pressions croissantes, et ([tic* Ton 
pcul 6crire. en reprdsenlant par n la direclion de colic norinah* el 
par dn hi grandeur de co displacement normal, 


(*>.i 


j*ra«l p = 



n tip 


dn 


<//> 
dr 1 


dp dp 

rln fir 


En (lesignanl par tie la surface de I’el6menl dr , langenlc a la 
surface j) el dn sou epaisseur. la pression sur eel dli'mient de sur- 
face pourra sVorire, d’apres ( >. ), 

(' » ) — n tip ih — — fin fh ~ r /~ . 

' fir tit' 


II fa ill le sigixe car la pousscc resiillaule sur Ies deux faces 
de ^element esl dirigee vers Ies pressions decroissnnles. Coniine 
I ’element doit 6 Ire en dquilihre sous I’uclinn des deux forces (i > 
et (3), on aura en Urns Ies points du llnide l , «*i| un lion vectorielle 
Ibndnincnlnln 


< 0 



i tlp_ 

y tlr 


^ r. 


Soienl X, Y , /j Ins oomposanle.s de la force riVsullanle F(X, Y /A) 
suivaul Irois axes <|uelconqn(is, cetle riqualiuu pourra se decom- 
poser eu irois equations algi'ibriques 


(r>> 


() U 

(hr 1 ' J tly 


V, 


t)p 

<)z 




Nous a ppe Herons nquitibru hydvmlynamiquti un dial de moth 
vements quelconques , ou cel rtquilihre interne esl realise* on diaijne 
point. Pour ton Cos Ids form ulus de culntil von I oriel eontoumes dans 
ce chapilro on consultera .\xkx VAuonnkt, At* (U ilrul rrrtorirL 
(burs' dWlghbve (chess Gaulhier-Villars). 
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15. Premiere condition d’Squilibre. — Applications . — Sup- 
posons qu’en un point, ou l’equilibre est realise, d’apres (4 ) pour 
une dons i Lc p, so trouve une particule de density diffdrenlc p'. 
\ lot's on veil d’apres (i) que la force F dm qui agit sur la pnr- 

tic.Mile p 7 csl dillerenlc do II ne pent done pas y avoir equilibre 

inlorno pour cello parlicule qui va sc ddplacor jusqu’u ce qu’elle 
rolrouvc los conditions (4), qui scront les m ernes pour lout.es les 
parlicules do memo densite. 

On voil que si Pon a p' > p, la seconde parlicule p' va suivre les 
lignes do forces dans lc sons des forces croissanlcs, qui est lc 
memc que celui des prossions croissantos, cl par consequent lc 
memo que celui des densilos croissanlcs dans l’elal d’Aquilibre. 

Les parlicules d’6galc densite dcvronl done sc rfipariir en cou- 
ches cVegale densite , qui seronl loutes emboil^es lc^s tines dans 

les attires, oti lc gradient — cl la force F varienl. d’unc facon 

continue, en couservanl la ntdmc direction el la inline inlensile 
rein live inestirdc par p. ties couches d’egale densilc ne peuvent 
pas so eouper, nulremenl ori devrail. avoir une densite egale a 
cidle des deux couches sur la ligne d’interseetion. ce qui esl 
impossible. 

I /equal ion de condition (4) conservera done les couches d’egale 
densilc. el les inouvcinenls des parlicules ne pourronl sc fa ire, 
dans Petal d’equilibro h > drod vnamique, que sur ces couches 
d’egalc densilc. 

Applications . — Lloiisidiu’ons, par exemple, un liquide de den- 
site p, sou in is settlement a une vitesse de rotation w. Designons 
par u, le vecteur, qui inesure en direction el grandeur la distance 
iPtine parlicule a Paxc de rotation, liquation (4 ) sc n' i duil a 

dh 

4 0) ~=pit u. 

La poussee, nulle sur Paxe, crolt proportionnellemenL a la dis- 
tance a Paxe. Le liquide aspire sur l’axe de rotation sera refoule 
a la periplnSrie. C’est le principe des pompes centrifuges. 

Si dans le liquide de density p, se Irouvenl des particules de 
■densite diflerentes, les particules pins lourdes scront. repouss6es 
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a la ptiripherie, com me dans les ceutrifugeuses, les pnrticuies plus 
legeres seront attirries vers l’axe, commc dans les dcrAmeuses. 


16. Les surfaces de niveau coincident toujours avec les surfaces 
d^gale pression. — On disdnguera done dans le milieu los sur- 
faces d’egale densiLd p, les surfaces d’dgale pression p . On appelle 
aussi surfaces de niveau, les surfaces qul sont par tout normales 
aux lignes de force, e’est-a-dire au vecteur F. Elies se confondent 
avec les surfaces d’dgale pression. 

En ellet, la force F d’apres (4) est partout parallele au gradient 

qui est lui-mdmc normal aux surfaces d’dgalc pression. 11 en 
est done de merne de F. 

D’ailleurs, considdrons un displacement <!d(iinenta ire quelcoiique 
«!/;, autour d’un point du fluids ou l’dquaLioii (4) est vdrilide, et 
multiplioiis cette Equation ( 4 ) par le vecteur eh'unentaire dr 
( prod u it alg£hriqiic), on aura. 


( 7 ) 


dp = p F dr. 



dp. 


Supposons mainlenant que ce ddplaceincnl. ait lieu sur une sur 
face d’dgalc pression, nous an runs alors dj> o et par consequent 
F dr = o. Or, F dr est lc produit alg^brique des deux veeteurs 
F el dr , commc il ostnul, les deux veeteurs sont porpeudieulaires 
I’lin sur l’aulro. Le second dr (Haul Kitin'* sur la .surfum dVgale 
pression, F est perpendioulnire a ees surfaces. 


17. — La force resultants derive d’un potential, ou bien est 
normale & son rotationnel ou tourbillon. - La forum le ( 7 ) est 
gtincralc quel que soil, le displacement dr. Or dp ('•taut, une dille- 
renticlle exacts, le second membre doit etre egaleiuent une dilfd* 
renliolle oxaclc el p doit jotter le role de far tour integrant,. Pour 
cela, il faut et il sufiil. que le produit ulgcSbrique du vecteur F par 
son rotationnel, ou curl, soil util. Le rotationnel n’csl pas autre 
chose que la ddriviie vectorielle. de F par rapport au raven vee- 

lour /*. 11 s’ricrit '■/ * ■ > et Ton aura 
dr 


1 8 1 


K 


d x I 1 ’ 


dr 


KW - o, 


W 


d x V 
dr 


ss rot K, 


■— o. 
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Le sigae de multiplication x indique le produit vectoriel et la 
derivee vector idle 011 curl. 

Cette Equation vectorielle s’dcrit algdibriquement 


<9) 


*).a 

\ or az) \ az az / \ am ay } 


Los parentheses sont les composnntes du rotationnel W. 
Liquation (8) a deux solutions, Ou bien le rotationnel est nul. 
les parentheses de (9) sont nulles et F derive d’une fonction do 
forces V. On a alors 

( 10 ) K = ~ =s grad V , K dr = dr -=■ d \ , 

dr dr 

G’est le cas le plus com niun . 

Dans lo cas contraire, le rotationnel W doit, etre partoul per~ 
pendiculairo a F pour quo le produit algdbrique des deuxvecteurs 
F et W soil mil, et la density p joue le role d’un facleur integrant. 
C’est l’eqtinlinn (8) qui doit dire vdrifido. 

Si le champ do forces no vdrifie pas cetto condition, il ny a pas 
d’riquilibrc possible. 11 so produit iideussnirernent ties inouvements 
tourbillmmairos. 


18. La force derive d’un potential. — Alors les surfaces d’dgalc 
density et d’dgolc prossion coincident avec les surfaces cquipolen- 
tiolles ot rdciproquement. En effet., on a alors, en d&signant par U 
co potentiel, 

( in )' V dr ^ dU , dp = pdU. 

Go! to equation montre que si l’on so dd place sur une surface cqui- 
polmitiolle, 011 IJ := const., on a dU = o ot par consequent dp = o 
ot la pression res to constanle. Les surfaces dquipolcntielles se 
confondent done avec les surfaces d’egale pression. D’ailleurs, dans 
co cas, les surfaces dquipotentielles no sont pas autre chose quo 
les surfaces de niveau ddfinies ci-dessus. D’apres le n° 16, elles se 
confondent bien avec les surfaces d’dgale pression. 

On pent done exprimer p en fonction de U el rdciproquement. 
Par consequent, la densitd p s’exprime aussi en fonction unique- 


4PPKI.I.. - ■ IV {2}, 


3 
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mcni de p ou de U 
P = 


d\J 

dp 




do — f(p )///;. 


Sur les surfaces d’egale pression on a dp~ o el alors dp ~~ i). 
Les surfaces d’egalo density sc confondent done avec les surfaces 
d7*galc pressiou el les surfaces dquipolontiellcs. 


.11). La densite est constante, ou fonction de la seule pression, 
alors la force doit deriver d’un potentiel. - l7on a cn elfel 
p - " consl. ou p f ( p\ on pent ecrire 



V i us i F dr doit etrc une di He rent idle exude, done derive (Fun 
polenliel U. Ce polcnliel dos force's II ne differe quo par une 
cons l ante, Am polcnliel de a press ions l\ (Papres ( i 1 ) . On (lira 
qn ? il y a im polenliel dos press ions, ou uue function des prossions. 

On veil quo les surfaces P constant coincident avec les surfaces 
oquipotenlielles IJ constant cl par conscquenl avec lt*s surfaces 
(Pegale densite el d’egalo pression, 

Dans le cas (Pune force ne derivant pas (Pun potential, il n’y a 
done auemu' forme possible d’equilihro pour une masse honiogenr. 
II so forinera nf'cessaireincnl. des mouvemeuls lourbillonnaires. 

20. Les surfaces d’egale pression et d’egale densite coincident. 
— La force derive alors d’nne fonctinn (J. (Pest le problem* 1 pra- 
tique qui so posera ici. On onvisngcru plus sprtcinlemenl la masse 
hclerogene conune former de couches d'egale densite, crlte den- 
sity (Haul conslanlc et mddpendanle do la pression, conune dans 
un liquide incompressible. La temperature sera regardee comine 
uniforme. On sc donnera la loi do variation des densilos sur cos 
di (reroutes couches el, Pon lorn coiucidev cos surfaces avec relies 
dVigale pression, cn d'crivant qtie la r<'»siil!anlo des forces esl. par- 
tout noriuaio a cos surfaces p = const. 

Soil, /(.x 1 , .s, a) o lVxqualion gtinerale de cos surfaces, 

chacunc d’cllcs (Haul drifinie par one valour pnrtieuliere du para- 
metro a. On ponrra exprimer la densite p et la pression p sur 
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chactino do cos surfaces en fonction clu paramelre a 

p = ? { a ), 

I£u dliminant « on pouiTail. done exprimer p en fonclion do p. 
La dcnsiuS p, cjuoique inddpendnnte de p , pout, dans la masse consi- 
ddrde, .s'dcrire coniine fonction de la seulc pression ct d’apres le 
numern precedent la force doit dgalement derive r d’un potent iel. 

21 . La force ne derive pas d’un potentiel. — Les surfaces 
d’egale density p cl. d’dgale pression p ne peuvent pas coincider, cl 
reciproquement. La dens i id p ne pout pas s’cxpriincrcn fonclion de 
la seule pression ct. reciproquement. Cola decoulo des demonstra- 
tions prdcddonles, Alors, pour qu’il v ait equilibria la force doit 
dire parloul normale a son tourbillou. 

En resume, dans le cas d'dquilibre d’un lluide, [’existence 
du polenliol des forces V enlraine cello clu poienliel des pres- 
sions P er la coincidence des irois surfaces p, p , U constants, el 
rdeiproquemenl. Nous aurons done deux cas Lien distinct* suivant 
quo le champ de forces sera tourhillonnaire. on non. 

22. Cas de la temperature. - Pour un lluide en general elle esl 
determine'* eu fonction de la densite el de la pression par lVqua- 
lion carueleristique du fluide <p(//, p, T) o. Dans le cas il’un gaz 
parfail, par exemple, on a 

/«' — KT. />\j. = H o T. 

nil e esl le volume moldculaire, \x le poids moldciilniro, II la cons- 
laule des gaz, T la temperaLure absolue. 

Si les surfaces dVigulc densild el d’dgale pression coincident, il 
eu est de memo des surfaces isolhermes T const., car* d’apres 
I’dquntion caracterisliquo, p et p ayanl la memo vnleur sur cos 
surfaces, il en est de mdme de T. 

Si les surfaces y>el p constants ne coincident pas, elles se coupcnt 
siiivanl urn* courbe oii p et p sonl constants, et par consequent T 
aussi. Les Irois families de surfaces se coupenl suivant les rndmes 
courbos. 


21L Introduction de l’acceleration cinetique. — Si le lluide 
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n’est pas au repos, chaque molecule dont la trajectoire est limitoo 
sur la surface d’dgale density, et non rectilignc et unlforme, subil 
une acceleration J, due a la force r^elle F et ala pression p , d6finie 
par les Equations hydrodynamiques (4) ou (5). On. dira qu’il y a 
equilibre hydrodynamique si [’acceleration J obeit precisement a 
ces relations. Cette expression s’appliquera plus specialement au 
mouvement permanent stationnaire. Les equations generates hydro- 
dynamiques s’ecriront, en explicilant cello acceleration vinetique 

<»> dp= P (F-i)iir. J = 5‘‘ 

Les surfaces de niveau sent celles qui soul normales a la force 
resullanle F — J. Elies coincident avec les surfaces d7*galc pression 
d'apres le n° 16. Elies se confondent avec les surfaces tiquipolmi- 
tielles, si F — J on si F et J ddrivenl d’un potentiol d’apres 
le n° 18. 

24. II y a an potentiel des pressions ou une fonction des pres- 
sions. — Alors la density est constante, ou fonction de la soulr 
pression, ou les surfaces de density constanle el de pression cons- 
tante coincident, d’apres le n° 21, resume. II s’ensuil. que F .1 
derive d’une fonction U ou d’un potenliel. Dans ce cas les sur- 
faces p, jo, P, U, qui passenl. au ineme 'point r. roYncidunl cl les 
r^ciproques sont vraies. 

On a alors les relations 

(lH ) - ~y — —y j ftp — p tl I — a //I’, 

p dr dr ‘ 

Pour que la force resultanie ¥ — J derive <l’mi poicuiicl. il fain 
et il suffil que son rotationnel soil. mil. On a la condition 

f , d x ( F — .1) d >' F d aJ 


Le rotationnel ou le lourbillon de la force riielle doil dim. cn cluupic 
point, 6gal £ cehii dc ^acceleration cinetique J. 

Si la force F derive d’nne fonction potentiel V, son rotationnel 
est nul. Il en est de indme do celui de J et l’accdldration J derive 
egalement cPun potentiel Q. On dit alors qu’il v a un potentiel des 
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accelerations , ou une fonction des accelerations. On a 

<V> ) K = d y , -J = - rfB = JP = dV H- rfQ, 

dr <//• o r 

P ^ U = V + Q + const. 

Reciproquement s*il y a une fonction des accelerations Q, il y 
aura 6galement une fonction des forces V et Ton aura les monies 
relations (i 5 ). S ? il y a k la fois une fonction des forces V el une 
fonction des accelerations Q, il y aura une. fonction des pres- 
sions P. 


2 ii. Il n’y a pas de potential des pressions. -- Les surfaces de 
densite coustante ne peuvent pas coincider avec celles a pression 
conslante. Il faut alors que la force resultante F -- J soil partout 
norinale a son tourbillon ou rotationnel, qui n’est pas nul, puisque 
la force ne derive pas d’un potentiel. La condition s^crit 

. - 1/ i \ ( d '*• l 1 d x J\ 

" <>l 


S’il > a une foncLion des accelerations Q. sans qu’il v ait une 
function des forces on des pressions. Ic rotationnel de J est mil 
(‘l ( i (>) s’ecrit 


1 17 i 


/ '/Q \ d . : I' i dp d :■< V 

p -Jr ~dT = "• 


Le rotationnel de Ja force F doil£tre, en chaque point normal, au 
gradient des pressions ^ qui est pr6cisenient normal k la surfaci 1 
const, qui passe en ce point. Le rotationnel de la force doit 
done etre en chaque point, tangent k la surface d’6gale pression. 

L Valuation (12) s’6crirait d’ailleurs dans ce cas 


( |K ) 


d Q . , 1 tip ' 
dr p dr 9 


d’ou 


d X K _ d x I i dp\ 
dr dr \ p dr / ’ 


car le rotationnel dhin gradient ~ est toujours nul. 

En multipliant la seconde expression par ~ le second mernbre 
serait nul, comme triple produit contenant deux vecleurs 6gaux. 
On ret rou verait la seconde Equation (17). 



CHAPITRE 111. 

ftQUILIBRK RKLAT1F. 


2t>. Expose du problem© et resultats. Nous supposons dans (e 
problem© envisagti ici une masse hetcrogene i soldo. Nous suppo- 
sorons on premier lieu qu’elle se dtiplace cn bloc comine un corps 
solide. Les distances relatives de toutes les molecules restent alors 
Jes monies. La forme et la disposition inttirieurc de toutes les 
couches d’tigale dens i if* restent les memos. Nous pouvons done lier 
a la masse un system© d’axes mobiles, qui seronl cnlraines aver 
©He. La vilcsse relative de ehaque molecule par rapport a ces axes 
mobiles esl null© a ehaque insLanl. 11 y a equilibria relatif. 

Le mouvoment le plus general de la masse esl le mem© <jur 
cclui du system© d'axes. II si* rumen© a line translation et une rota- 
tion. La translation esl In mcme quo cello du centre do gravile, 
c’csl-a-dire un mouvoment rectiligne et uni forme. II n’intnuluit 
pas d’accele ration nouvello. On pen t supposer cello vilcsse null©. 

Le mouvement le plus general de la masse (Initio aulour de son 
centre de gravile sera done rtigi par les equations d’Kuler, 
comm© pour un corps solide. Ge serai tun mouvement a la Poinsol, 
la masse titan t considtfree com me isolee et les forces exlerienres 
elanl nulles on ntigligcablos. 

Mais ici les equations do I’equilibre des lluides introduisenl. des 
conditions uouvclles. Nous aliens voir quo ce mouvement so reduit 
a une rotation constante on grandeur cl on direction autour (fun 
nx<> fixe et quo cot axe fixe doit til.ro un des axes principal! \ 
d’incrlic do noire masse invariable, assiiuileo a un corps solide. 
(lotto demonstration est due a II. Poincare*, (. Figures tff aquilibrr , 
Chap. If), dans le cas (Pune masse houiogene. Jille a tilti reprise 
par V. Appell ( Trai.tr de Mrraniqua rrftionnalfr , l. k i l,r last:., 
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n° l(>, et etondu cusuite au cas do la masse heterogene (C > JR. Ac. 
Sc. el Acta mathcmatica ). 

On verra ensuile quo los surfaces de niveau el d’egale density 
sonl de revolution et syinelriques par rapporl au plan Equatorial. 
On etudiera Ins relations gEnErales qui definissent ces surfaces. 

11. Equation generate de l’equilibre relatif. — La vitesse on 
ehaque point, dans le inouvemcnt relatif, est due uniquement a 
une vitesse de rotation tv, qui est la mEnic a ehaque instant, pour 
lout les points, en grandeur et en direction. La direction de co 
veoleur delink celle de l’axc de rotation, qui pent varier avec le 
temps, dans le eas general. On aura 

dr , dw 

m ,,=a ,// = ,r = 77/ ; 

Le \ecleur vilos.se e est defini en ehaque point par le prod n i l 
veetoriel de iv et du rayon vecteur r du point. 

l/aeeel('*ration cinEtique d’cntrninoinent de cliaque point sera 
denude par 

dr , 

ra ft —r — ie ' r -+- ir - e iv r i- u‘ • ( »e r\. 

df 

Le second l.erme est I’accelerntion cent ri luge. 

l/equalion generale de l’Equilihre hydrodynamique, (limp. II, 
n" &L s7*crira 

i 3 I ■■ <i ! > =s I 4 ' — ft = I' “ U ,# -V /’ — «’ ' i ie x /• ). 

o dr 

IJ’apivs une regie du produit veetoriel de truis veeteurs I’nced- 
lernlinu centrifuge pent s’ecrire 

( j | U* I iv ■ /■ } = 117*. tr •— «e a ./\ H7* = /»./■ -h fj/V -+- -TS, 

oil I vr osl Ic produit algdbriquc ties deux veeteurs w(p, i /, s) et 

s). 

28. Cas d’une masse soumise £i la gravitation. — Dans ce cas 

la force F derive d’un polcntiel V. II en est dc mfiine d’ailleurs lou- 

jours do I’nccMration centrifuge, on a 

clX id, . * 

( :'i ) F = grad V = > w x ( w X r) — - jjt (w x r )~ m 
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Gomme w'x r dans (3) ne derive pas d’une fonction, il ixy a 
pas de fonction des prcssions ni des accelerations. La force totale, 
second membre de (3) doit etre normale a son rotationnel, ( 8 ), 
n° 17 . 

Or le rotationnel des deux lermes (5) est nul, car le rotationnel 
d’un gradient est toujours nul. It ne reste que le rotationnel 
de w r x 7 'j qui est 6 gal a 2 ^. On a en effet, d’apres la formula 
developp^e d’un produit vectoriel de trois vecteurs, 


d x 
dr 


( w' x /•) ~ 


dr ' 
dr 


d , 

r dr' 


dvd 

dr 


f d n > 1 

w —r • r = 1 w — w 
dr 


2 w . 


En effet les derivdes de w { } par rapport au rayon vecteur r, sonl 
nulles, car w doit rester le m£me pour tons les points, done tv 

egalement. II reste le premier terme, ou ~ est la divergence du 

rayon vecteur, 4gale a 3, et Ie dernier terme, qui donne la ddrivee 
de r dans la direction du vecteur w\ qui est 6 ga)e a ce vecteur 
d’oti. la valeur 2 w f . 

D’apres le n° 17 le produit vectoriel de ce rotationnel par le 
second membre de (3) doit 6 tre nul. On aura 

( fi ) «»'f V - - w' x /• — w x ( w x r ) J 55 w f [ F — w - . ( w > r ) ] — «>. 


Gar le produit alg^brique w'(w r x r) est nul, comine con tenant 
deux vecteurs 6 gaux. L’expression ci-dessus est le produit algc- 
brique de w avec Ie vecteur contenu dans le crochet. Pour que le 
produit soit nul il fnut que les deux vecteurs soient mils ou per- 
pendiculaires Fun sur l’autre. Or Ie crochet represents la rt'isul- 
tante de la force de la gravitation et de la force centrifuge, qui ne 
peut pas &tre nulle ni normale partout au vecteur unique <r\ 
puisque cette rcsultante est partout normale aux surfaces de 
niveau et d’egale pression. Done w f = o. 

Le vecteur vitessc de rotation doit 6 tre constant en direction et 
grandeur. L’axo de rotation doit 6 tre fixe dans Pespacc. Il ne peut 
pas y avoir de mouvement a la Poinsot, comma pour nn corps 
solide. 


29. La rotation se fait autour d’un des axes principaux d’inertie. 
Stability. — Le mouvement de la masse se fait ici commo celni 
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(1*1111 corps solide. II est done d£fmi par les Equations d*Euler 
( 7 ) A/>' -+- ( G — B ) qr = L. 

Or iei le moment des forces exterieures est nul, de m^rae quo w* 
et ses eomposantes p\ q\ r f . Ges Equations se rdduisent h 

( < 1 — B ) qr = o, (A — C )rp = o, ( B — A ) pq ^ o. 

11 faut quo deux des composantesde la rotation soient nulles, pour 
verifier ces trois Equations. La rotation se r^duit done a une seule 
des eomposantes suivant l*un des axes. 

Pour un corps solide la rotation est stable si elle se fait autour 
du grand axe ou du petit axe. Elle esL instable autour de Paxe 
moyen. 11 on sera de m&nie a plus forte raison pour un Huide. La 
rotation ne pourra done avoir lieu qu’autour dn grand ou du petit 
axe de Pellipsoide d’inerlie. 

Nous verrons quo la figure doit £tre de revolution. La rotation 
devra se faire autour de Paxe de revolution, qui sera le petit axe 
de figure, car la force centrifuge allongera la masse perpendicu- 
lairement a cet axe. 


30. Equation reduite de l’dquilibre relatif. Ea d6signaut 
par u le rayon vecteur d’un point qnelconque par rapport a Paxe 
de rotation fixe, la force centrifuge pourra sYcrire <+-&>- u, our,) 
est la mesure de la vitesse alg^brique. Liquation vectorielle (3) 
de Ptkjuilibre relatif devient 


(8> 


i dp __ dS 
p t dr ~~ dr 


+ d) 1 M. 


Les deux termes du second membre d^rivent d*une fonction. II 
en est de meme du premier membre, qui derive ^galernent d*une 
fonction Lf. En integrant, on pourra ecrire, a une constante pres, 


( 9 .) 


LJ = V -h ~ « 5 = V + Q, u 2 = x- -+- y*. 


Le second membre de (8), r6sultante de Pattraction et de la force 
centrifuge est la pesanteur, mesur^e par le vecteur g , 


8 ** 


dU i dp dV 

t* — - -r = -r ■+■ w u > 
dr p dr dr 


( i<> ) 


d P = P 8 dr > 
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g dr csl 1c produit alg^brique des deux veeleurs g et dr. Le sens 
positif de dr est oppos6 h. celui de g. En remplaqant dans (io,a), 
ees vecteurs par lcars valours algebriques, il faudra mo lire le 
signe — . 

En p renanl I’axe de rotation pour axe des z , P equation veclo- 
riellc (8) donnera les Lrois equations algebriques 


(m 


i 

P 


Op = dV 
Ox Ox 


-+• to-./*, 


i Op 0\ . i Op ov 

h to 2 r > — j ” “P * 

p Oy Oy r> Oz Oz 


31. Les surfaces de niveau et d’egale densite doivent etre de 
revolution. - Comme la force en chaque point derive d’unc fonc- 
lion des forces U, il y a dgalement une fonction des prcssions V el 
les surfaces de niveau ou d’dgale prossion coincident avec les 
surfaces d’egale density n° 21 resume. 

Gonsiddrons Pintersection d’une surface d’^gutc densite ou dr 
niveau U = U u par une surface equipoientielle V ----- V 0 -- cousi. 
Inequation (p) donne pour tons les poinls de eelte intcrsecliou 

( i >. i Q = i to- tC- = l J„ — V 0 — const., rt- — ./■- -+■ r- — const . 

Getle intersection est done un cercle de rayon it normal a Paxe ():. 
Les sections des surfaces d’ 6 gale densite et des surfaces dquipolun- 
lielles sonl done ton les des ccrclcs plans pa ratifies et perpondi- 
culaires a Paxe. Ges surfaces son! done de revolution par rapport 
a Paxe de rotation 0.*\ 

Si la density est oonslanle, ou lie pent pas di'dinir une courbe 
(Pinlersection de p el U et la ddmonsl.rat.ion est en dtffaut. On sail 
dans ce cas quo les figures d’dquillbrc relal.if peuvent etre des 
ellipsoides a lrois axes (voir Trail e de Meeanique rafiionnelle, 
t. 4, i er fasc.). 

Si Pon savaiL seulement qu’il y a line fonction des prcssions l\ 
cela entrainerail. qifil y a une fonction des forces (J et lc cas sorail. 
le mfimo. 


32. Les surfaces sont symdtriques par rapport au plan equato- 
rial moyen. — La premiere demonstration de eo tlieoreme osl. duo 
a Lichtenstein, 
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Quaiul la masse est a l ? <Sla t do repos, elle prend la forme spin*- 
pique, qui est la sonic figure d’6quilibre (LiapounoiF, Poincare). 
II v a alors syrndtrio par rapport, a Lons les plans et Lous les axes 
passant par le centre de gravity. La rotation introcluil le champ de 
forces centrifuges, normal a I’axe de rotation, le champ de forces 
conserve done la symtUrie par rapport a l’axe de rotation et les sur- 
faces sunt de revolution par rapport a cet axe. coin me on vienl de 
le voir ( { ). II doit couserver aussi la symdtrie par rapporL au plan 
median perpendiculaire a cct axe. II n’y a ciucune raison pour 
qu’il s’inlroduise uno dissynukrie par rapport a co plan. Les sur- 
faces synuHriques par rapport a ce plan sont certaincmenl unc 
solution rdpondanl aux conditions de Fequilibre. 

Or les surfaces d’dgale densite. on dVgale pression U, ainsi quo 
les surfaces 6quipoteutielles V, sont fermees et coupenl deux Ibis 
I’axe de rotation. Toute surface cylindriqno Q coupe done deux 
Ibis cos surfaces. Dupres l’equatioii prricddenle (i 2 ), P intersect. ion 
des deux surfaces L T 0 et V„ se fail les deux fois sur nu cere 1 0 do 
memo rayon u. II on estde memo pour loutes ces surfaces el pour 
loul(‘s leurs intersections. Tons les anneaux de meme densile do 
ces intersections so situent de la memo fueon les mis [>ar rapporl 
aux aiitres, a droite et a gauche, parallelement a l’axe de rolalion 
ot aussi normalcmenl a cet axe. La disposition relative de ces deux 
moilies dc* surfaces est done identique a droite et a gauche. Toni 
plan normal a I’axe O.r, aura uu plan corves po n da n l , (jui con- 
liendra les monies anneaux de meme density, correspondanl aux 
memos surfaces d ’intersection. 11 suffit do montrer quo ces deux 
plans doivent elre syrnetriques. 

Gonsid Arons alors la composante dc l’equation d ’equilibria cor- 
respondant a I’axe de rotation ( 1 i,3). Coinmc les surfaces soitt de 
revolution, la pression p s’cxprime en fonction de u el de z. E 11 
supposant le problcme rAsolu, les surfaces d’Agale density connues, 
on pourra exprimer p el Y en fonction de z seul. Multiplions alors 
(*elte equation ( 1 1,3) par dz et inlAgrons sur I’axe de rotation de 
zAro a la meme couche de density p. DAsignons par z ot z f les deux 
limites, supposes difFArenles & droite et a gauche, on aura en 


( l ) Dans le cas (le ia densite constante, il y avait une autre solution inl.ro- 
dnil.e par le fait de I’indtHermination des couches de densite constante. 




•2H figures d’£quilibre d : une masse heterogene en rotation. 
chaque point 


? Tz dz= i 


1 <)W J 

?Tz dz ' 


comme on doit avoir la m6me pression p surtous les points ccirres- 
pondant a la raeme density p, il fant z — z 1 . Les conches doivent. 
£tre sym6triques. 


33. La pesanteur. Formule de Poincare. — La formule veclo- 
rielle (io) d6riv6e cle nouveau par rapport.au rayon vecteur r 


donne 

(r3) 



dm _ rtm 

dr 2 “ dr~- 


du if i * 

■ — = — 4 7T / p -J- aw 2 

dr 


[est la divergence de la pesanteur en chaque point, esl la 

V 

divergence du gradient de tJ, ou son laplacien AU, cl -jp? esl 
de m£me le AV 6gal a --4^/p d’apres liquation de Poisson. 
Enfin ~~ est la divergence de u cgale a a, en eflet. on n,H el vj < f, lant 


les directions des axes Ox et Oy, 


(i4) a = far +• i\y, 


du dx dy 
dr ~~ dx dy 


fj- =rr 


Multiplions (i3) par le volume dldmentaire dr et integrons dans 
tout le volume int^rieur a une surface de niveau S, on aura 



Les deux dernieres integrates donnent le volume T et la masse M 
renfermds dans la surface S. La formule de la divergence perniet 
de transformer la premiere inLdgrale en une integrate do surface, 
etendiie a S, d’apres (io) [voir Alex VtiiiONNET, Le Calcul vec~ 
toriely Cours d’ Algebre, Chap. 13 (choz Gau l.hier-Vi liars ) ] 

c’est la formule de Poincari. gdS est le produit algdbrique des 
deux vccleurs g etd?S. ou la face positive de d S est dtffinie par la 
normale ext6rieure. On a done partout g rfS •< o et, en drtsignmit 
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par D Ja density moyenne dans S, 

( 17 ) - < 2 jt/D, M = I >T* 

En ddsignnnl par G la valeur positive moyenne tit 1 A 1 Ht< * 
face S, de rayon moyen R, on aura 


(18 ) 


jf# dS =s — GS = a T< a k/ l > 



.‘J G 
2 B 


3 3t/’H 


OI :f I. 


10 * . 


34. La pesanteur. Formula de Bruns. Gousiilcnms lu tor- 

mule (i3) qui donne la divergence de la po.snnltuir <p * Drsigmms 

par y la direction du vecleur de la pesanteur, mi £? d«*sigm*r.i 
valeur numdrique, 011 aura pour Fexpression de? collr divrr^enee 


dg 

W)) ip-Tr 


d d# % drt 

““ T dr ^ dr 


dn 


- (iv, it,.) 


/ Ay 


Le premier terme du second membre, deriv^n dr ±r 

if r ‘ 

de y, norm ale a la surface de niveau S, sYjrrii p^ 

lerme ~ est In divergence de cello normals y . Mn 
axes, au poinl considtire, cello normale el Ins deux 
cipales m, /> on aura 


dans la dirn lion 
I> ails 1 1 • sr« , *»iiil 

[uMMUinl riMiimr 

(1 irecl ion*' priii 


•h _ ^ _ 1 j_ ... ;? . 

///■ d/r. dw r)p B f it 


Lo premier tonne, variation de y suivant la normale e.st util. I huts 
le second, dy 2 represenlc Fangle de deux taiigenlcis, mi dr dtuix 
normales voisines pour un d^placement dm stir la surl’arr. I at 
ddrivde ost done 6 gale a la courbure, ou a Finversu du rayon dr 
courbure R,. Le troisieme terme est de m£mc Fmversn dt* H , H 
H est lc rayon de courbure moyen, d ? ou la formula (i<) ). 

En rempIaQant dans (r 3), la divergence de la pusnnteiir par sa 
valeur (19), ou aura la formule de Bruns 

h'°) J~ = *+■ ** 4«/p as %C$ -+* 3tO«- 7 c,/> t 


c 9 <Hant la courbure moyenne*. 

5372 
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35. Equation de condition des surfaces de niveau. - Los sur- 
faces de niveau peuvent s’ecrire S = cp(#, y, .s) ou S ~ cp(r) en 
supposant chaquc point de cette surface defini par son rayon voc- 
tcur r(a? ? y , ^). Chaque valeur S t donn&e a S ddfinit Pune de cos 
surfaces, sur laquelle S ou .©(r) est constant. Ges surfaces no 
peuvent pas se couper el s’emboHent les unes dans les autres. 
Coniine ces surfaces sontde revolution, la section mriridienno pent 
etre definie par un seul pararnetre variable a par exempli* 
S = cp(r, u). La famille des ellipsoTdcs do revolution pmirra 
s’ecrire 

( :> T i 1 : = i. ^ = r J =7i,/: i + )‘-i+ ; J , 

a - c- 



<■ represente ie rayon polaire et dolinil la grandeur dr la surfaet*. 
or cam!* du rapport des axes en delink la forme. 

Dans la formula generale (()) U est constant, sur la menu* sur- 
face de niveau, variable avee chacune de ces surfaces. Ge sera dour 
nne fonction de S. Si l’on donne a S line valeur constunte S , , mi 
aura la valeur corrospondante constant! 1 IJ , - Prenons le gradient 
de cette fonction, on aura 


< >:> ) 


i = /(' S i, 


dl I __ df dS 
dr ~~ <k dr * 


Pronoiis dc nouveau la ddriver, par rapport an ra\on voetoiir, 
c’esi-a-dire la divergence do ee gradient, nous annuls 




d*u _ d\f/d$y ,//,£ s 
7/r- "■ dS* V dr ) **“ ,/S dr* 


Le premier lerme est le lap lac ion AU de U, qui pent etre remplaer 
par sa valeur (i3) on p el. o)‘ J , avee AIJ < o. La fonction / sera 
ddfinie par uno Equation diflcivntielle du second ordn*. 


36. Relation entre la vitesse de rotation et l’equation des sur- 
faces de niveau et d^gale densite. — Si la surface exltfrieuro el 
les surfaces de niveau soul supposes domules par uno relation 
SO, y, z) la normale a cette surface et ses eoniposnntes pourront 


s ecrire 


dS/r)S 
dr 


(r ) S d S dS\ . , , . , 

\dw* 3y 9 dig ) m jU orcc t5lrc en chnqnc point nor- 


male a ces surfaces el srs composanl.es (ii) doivent rit.ro pro- 
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porlionnelles a cedes de ^ • On pout supposer quo les surfaces ne 

son! pas de revolution pour envisage! 1 le cas d J un a sire perlurba- 
leur. On a les relations 

, , v v , /AS 

('■>. 1) ( \ -f 0)2 ,r ) : — - = I v -4- O) 2 v ) : - r , 

on en lire, pour la valour de la vilesse do rolalion co, 

, - L f H . ^ _ \ „ z t <)s __ y 

~ <> r ' '<h j: ~ y ,}y ' h y ’ 

valour qui doit <Hre la memo on chaque poinlde la masse, [^elimi- 
nation <le ft)' 2 donne encore liquation de condition enLz'o X, Y, Z 
(it les directions normales, equation qui doit Strc verilide <l« m inline, 
et qni esl independanlc de la vilesse de rotation 

/ \ v \ ds z ds z /As 

1)1 \ .r y / dz ~~ .r /Ar v t)y 

Ktu d ions par exemple, le cas ou les surfaces de niveau sont ellip- 
soidalcs. Elies le serout sensiblemcnl si la vitosse de relation w 
esl faible. Soil liquation de Tellipsoide passant par le point 
P(\/\ y, z) <*l. les composanles do sn normnle 

r- | ' Z ' 1 X y - 

t / 1 ft 1 r' a- ft- c- 

on aura 

, o 2 Z \ Z V \ Y /V «*\Z 

n . a- ^ ./* A 2 v y 9 te y \ ft ' 1 A 2 / - 

Dans le cas des surfaces de revolution, on a 

X Y , i t)S i /AS 

— = — cl ft = // OU = — r— * 

.r r ./• /A/* r d/ 

( les relations qui s’dquivalenl, remplacent liquation de condition 
el la verilicnl identiquement. 


;}7. Mouvement relatif dans le cas general. Imposibilite du 
mouvement at la Foinsot. — Nous avons 6 tabli au n° 28 que, dans 
le cas d’une masse soumise & la gravitation, elle devait tourner 
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autour d’un axe fixe, II en est encore de m&xne quand la force V 
est quelconque, et ne derive pas d’un potentiel. 

En eflfet 1’ ensemble des forces est toujours donn<£ par le second 
membre de ( 3 ). Pour que dp soit une diflferenlielle exacle, etquep 
joue le role de facteur integrant, il faut que le produit algdbrique 
de la r^sullante de ces forces par son rotationnel soit nul. Or le 
rotationnel de la force centrifuge est toujours nul, celui de w ! X r 
est encore % w' , on ohtient ^expression 

(afcS ) ^ 2 w ) t ^ iV ' x r w X ( «* x r )| = <>• 

En effectuant le produit, on aura, d’apres les regies du produit 

alg6brique de trois vecteurs, 

,, , . , d>:V ,( d x b' \ 

w ( w x /* i = o. f tv > r ) — — — = tv ^ r v — ^ — j 


et ^equation (28) s^crira en metlant tv 1 en facteur 


U9.) W 


# r n , d-X \* I i | , 

* <>. b - aw x. ( w x r) r x — — = [ b 


. d X P 

(V >. < /*)) — {fr < 


Si lu force F d£rivait d’un potentiel, son rotationnel scrait nul, le 
second terme dgalement, on rctrouverait ((>). 

Le second membre de (: >,9) est tin produit algiVbrique de deux 
vecteurs, donl nous reprdsenterons la valour par S. Le premier 
membre est ('‘galernenl un produit algtibrique (le id, coinposanl.es 
p l , avec le vecteur rcnferm6 dans le crochet, donl uous 

repnisenterons les composantes par P, Q, IL F/ric|u alion (a<)) 
pourra s’cicrirc 

(3c; | P p‘ Q if +lts'^S, 


Gonsid6rons liquation des moments de rotation I 1 ,J et ties forces 
vives h de la masse. 


A p- ■+• H q- •+* (I s' =s h , A * p* ■+• B* q 2 n~ ( 1« ^ H-. 

Ces quantity sont conslantes, Ics d6riv6es par rapport uu temps 
sont nulles, on oblient 


( 3 1 ) A pp ' *+* B 7 1/ # * f (.1 w' as o, 


A */>//•+- B 4 ?</'-+- GW-.- o. 
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La formule ( 3 o) forme avec ( 3 i) un system e (liquations Im^aires, 
qui donne les composantes //, q f , s' de Pacc 616 ration w f de la 
vitcsso de rotation, par 


( 3 a) 


D_ 

D 




ou D est le determinant du systeme et D*, D a , D 3 , ceux qiie Pou 
on ddduit en remplagant P, Q, R par S, 


f D = PBG<75( G — B) Hr QAG ps(\ — G) «+- RAB/?^(B — A ) — o, 
\ Di= SBGy*(C-B), D s = SAC/m(A — C), 

Or, pour quo liquilibre relatif.se conserve, il faut quo iv'Xy/, 
tj\ s') soit le m&me pour tons les points, a chaque instant. Le.s rap- 
ports ( 3 a) doivent etre constants dans toule la masse. Or les souls 
elements variables sont P, Q, R dans D et S dans D*, Do, D 3 . On 
doit avoir 

(34) •= S = *■!>, 


v. riant une eonslante, pour tons les points a chaque instant, mais 
(pii prut dire function du temps t, Cette relation, qui depend de r 
et /, oil do t *r, y, z, t , represenle une surface deformable. La con- 
dilion (29) ne peu t etre v^rilic quo pour cos points, ct non pour 
la masse to tale. 

Liquilibre relatif est alors impossible. Pour qu’ily ait une solu- 
tion, il faut quo le systeme lineaire soit rendu homogene S = o 
dans ( 3 o) etque son determinant D soil nul. Liquation (29) donne 
alors les deux conditions 

( 35 ) iv =o, S = 1. b - iv X ( n» > r)\ = o. 

La vitesse de rotation re doit etre eonslante en direction et on 
grandeur. La masse doit tourner autour din axe fixe. 

La force lolale se r&luit au crochet de (33,2) et cette equation 
reprdsente bicn la condition g^n^alc, ou Ja force totale doit eLre 
normale a son rotationnel. 

En repiisentant par V le vectcur, qui multiplie w' dans (29), 
par V, la valeur de sa projection sur <v f et par w' la grandeur de 

APPBLI.. — IV (2). 3 
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co dernier vecteur, on peut ^crire ( 29 ) sous la forme simple 

<29') «/V = S, w'V, = S, A = to'= const. 

S : V* esL une fonction du point r cl dn temps t , qui £galee a &>', 
constante pour toute la masse, et ne peut pas s J 4lendre & tous les 
points. 

La sculc solution possible est (35) w'= o el S = o. 




CHAPITRE IV. 

MOUVEMENT PERMANENT. 


38. Expose du problem© et resultats. — Dans le cas du nriouvo- 
monl rclalif, toule la masse se ineut comme un corps solide. Dans 
le mouvement permanent, defini en hydrodynairiique, les molecules 
peuvenl avoir des vi losses dill'tircnlcs cjueiconques. Les vilcsses et 
les accolera lions sonl aslreinles seuleuicnl a reprendre les memos 
valours aux memos points. Los molecules suivent done les memos 
irajecloiros. <|ui formenl dcs filets /l u ides tynh'.monl permanents* 
Cotmno les molecules do mdino density sent aslreintos a roster sur 
les monies surfaces d ecide density (n° 13), ces surfaces scroll l 
encore des surfaces per mammies . Les differents elements, forces, 
press ions, surfaces, trajecloires, ne dependent plus du temps. On 
a mi veritable regime stable , mi veritable ctat dVquilibrc. 

Le probleme, ([ui se pose ici, sera done de dtHinir, d’aprds les 
Inis et fonmilcs du mouvement permanent,, la forme la plus 
generate do ces filets lluides et de ces surfaces, ainsi que les 
vkesses les plus generates, <jui scront compatibles avec l'^quilibre 
hydrodyuamique. Nous no ferons qu’appliquer a ce probleme les 
result a Is exposes en hydrodyuamique dans le Tome HI de ce 
Trait e de Mecanique rationnelle de P. AppelL 

39. Expression de Pacc6Ieration en fonction de la vitesse. 
Equation d’Euler. — L’acedldralion a cst la ddrivtie de la vitesse v par 
rapport an temps. Elle depend du temps de deux fagons : directs- 
ment, acceleration k I’inslant el par la position de la particule 
considdrde, en un point defini par Poxtrdmil 6 de son rayon vec- 
teur r, acceleration locale. On aura, comme pour le cas dbme 
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fonction. de plusieurs valuables, a, p, r 6tant des vecteurs, 


(0 


d l r _ __ dr d dv ^ d dv 

dt* dt ~~ dt dr % dt ~ ^ dr " + " d/ 


Le mouvement (kant permanent, la vitesse en un point no varie pas 
par rapport au temps et le dernier terrne est nul, p.,, p a , n a elanl 

les composantes de la vitesse v = et o ~ etanl Ic produit alge- 
brique des deux vecteurs p et ^ } ona 


(2} 



dr 


dr 


pi T- + n a \ 
d>' 


dr 
1 ds' 


Liquation g^n^rale d’hjdrodynamique pourra sYicrire 


( 3 ) 


1 ( llL — p _ v jL . (J -A. 

p r/r dr dt 


En ecrivant les irois composantes de celte Equation vectoricllc, 
snivant les irois axes, nous aurons les trois equations d’Eulcr 


i dp 
p das 


= X- 


rj 


da 

d.r 


df/. 

d? 



da 
dt 9 


SHI y ft ime fonction des accelerations Q, on pourra ficrire 


( 4 ) 


d_ 

dr 


dv 

dT 


l dp 
p dr 


r/Q __ d-r 
Tfr ~ 17F 


40. Expressions des accelerations en fonction du tourbillon. 
Equations d’Helmholtz. — Gonsidtirons In tourbillon W de la 
de la vitesse p, dotini comino la moitiri du rolalionnel do la vitesse p, 
ct formons le produit vcctorinl de la vitesse par son rolalionnel, on 
aura, d’apres les formulas du triple produit vcctorinl, 


( 5 ) • a\V = 


d x r 


v 


W=px 


d x> 


i Al 

•a dr 


V 


A 

dr 


• r\ 


Or p?,'carr£ de la vitesse, est uue fonction algdbriquo, et ~ est In 

gradient de celte fonction, dont le rotalionnel sera mil. 

d 

. En portnnt I'oxpression tirdo de (f>), dans (3), liquation 
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d' Euler s’fScrirn 


( 6 ) 


i dp 
p dr 


F — 


I dv 4 „ r dp 


^7 


S’il y a une fonction des accelerations Q, les deux derniers 
termes devront £tre egalemenL 1 c gradient d’une fonction H, qui 
pout dependre du temps t avec p. On aura 


(7) 


•1 p x W — 


i)v dll __ 1 dv* 
Ot dr 2 Ur 


£Q. 

d/* 


E11 mnlupliaiu par dr, ot integrant, ^on aura, pour Loutle fluide. 
requation d’Helmholtz, 

( 8 ) 11 = - v'-- Qh- const. on H = -•>*-(- U — V + const. 

2 a 


On aura ceLte derniere forme s’il j a a la fois une fonction des 
pressions P ou U ct une fonction des forces exlerieures V. 

E11 transformant lVquation ( 6 ) on obtiendrait facileinent liqua- 
tion dTIelmlioltz, en foncLiori du tourbillon W, sous la forme 


(9) 


w <l 

dt p p dr 


•tL Champ irrotationnel des accelerations. — On pourrait con- 
sid^rer le cus ou le tourbillon des vi losses serait nul, W r= o. 
Vlors (.’acceleration se rikluiruilau gradient do linergie cinelique 

- Ur d ,ft P r6s (^)- Cette acceleration deriverait done d’un polcn- 

liel, mais d’une fa eon sp 6 cialc el restrictive. II vaut mieux consi- 
derer le cas general , 011 ^acceleration derive d’une fondion Q. 
On sail qu’nlors le rolaLionnel des accelerations estmil. Le champ 
ties accelerations n’ost pas lourbillonnaire, ou est un champ i pro la- 
liounel. Nous verrons quo le inouvemenl permanent se portage on 
deux can bien distincis , suivanl que cello condition est, ou n’est 
pas r 6 alis 6 e. 

Dans le problcme pratique envisage ici, les forces rdcllGmonl. 
agissanlos, attractions mutuelles, derivent d’un poienticl. Si la 
inline condition est realisee pour les accelerations, ou les forces 
d’inertic, on aura done un champ de forces total irrotationnel . 
Dans ce cas il y aura line fonction des pressions P. les surfaces de 
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i coincidcront avec les surfaces d’6gale density el seulemeni 
se cas. - 

le faudra done pas confondre le mouvemenlirrotalionnel, ou 
un potentiel des vitesses, ou le tourbillon des vilesses est mil, 
champ irrotalionnel des acc6lerations. Dans le premier cas, 
amp des accelerations est (Jgalement Irrotalionnel, mals la 
roque n’est pas vraie. 


Vitesse le long 1 d’un filet fluide. Equation de Bernouilli. — 
ds~\dr\ la longueur du displacement ddmcnlaire dr , qni 

It le vecteur vllesse, ^ sera la direction du displacement sur 

jectoire d’une molecule. Si l’accddation a derive d’uno four- 
5, on pourra derive 

__ dr _ d 1 r _ <7Q fir d* r __ dr dO 

dt ’ (t ~~ dt 2 dr ’ fin dtr ~~ ds dr 


la derniere Equation, le premier niembre est la dtfrivee du 
de la viLesse, le second est la ddrtvtfe de Q par rapport a .v, 


I iL t£\' _ 

m ds \ dt ) ds 


ds \2 


O 



o. 


ltdgranL par rapporl a le long de la trajecloire, on obtieni 
%tion de Bernouilli 


II ■= - v- — () =_ const. 

■) 

ncLion II est constant e tout le long d'une trajecloire , ou 
Riel lluide. 

iposons que les forces d driven l. d’un pnl.enl.icl V, coniine e’est 
dans noire problemo el. nmllipl ions In fornuilc gdndrnle ((i) 

-? direction de la vitesse f\ Le lernie r X W s’anmilo, cuumie 
s ' 

prod ui L conlonanl. deux vec lours pnmllcle.s, cl Ton obLienl 

ession smvnnle, iuddpendaiile du tourbillon, 

1 ( Iai <]£ — 1 df 

p ds dr ds dr ds dr ds dt 

- — «sion donne les ddrivdes par rapporl a s el elle pent 
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s’dcrire rcprSsentanl la longueur du vecteur 0 

I !*£ *£L __ 1 _ 1 tin — 1 1 

p r/s </.? •> J.s' :> v {] 

Si le regime esl permanent le dernier lerme est mil, il resle 


(i4) 


1 r/p a dV 1 dp 

2 ds ds p ds 


Dans uue masse lx’Mrogene, commo cello quo nous consi- 
ddrerons ici, les Lrajectoires sont sur los surfaces d’egale den- 
sity. La density p est constante le long de la trajecloire. On pent 
inlAgrcr liquation ci-dessus, qui donne, le long cVune trajecloire , 

(i^f) - 0- — V £ = const., V — — — Q. 

2 P p 

Dans ce cas, il y a de plus une fonction des pressions P ou U. La 
pression reste tigalcmenl constante sur les surfaces d’egale den- 
sity, et Ton a tout le long d’une trajectoire 

(i(>) i v '- — \ =ronsl. 

9 


G’esl liquation de Bernouilli simplifide, dans notre cas, ou la 
fonction Q (i 5 ) so r<*duit a V. 


ill. Les vitesses des molecules sont constantes tout le long des 
trajectoires. — Dans le cas d’une fonction des accelerations Q, 
et dans le cas ou la force derive cl’uri potenliel V, cas du problemc 

eludid, la formula ( 6 ) pent s’^crire ^ £tant nul dans le niouve- 
111 on l permanent 


07 ) 


1 dp dx d.q av 1 do* w 

- ~ = -s h -7^ = -} — -hZVXW 

p dr dr dr dr 2 dr 


Le premier membra derive d’une fonction U. 

i° Supposons d’abord que le lourbillon des vitesses W soit nul, 
tons les termes sont des gradients, ou d 6 riv£es par rapport h r. En 
integrant, on obtiendra 

U = V-V, ip«-V=U. 

a. 2 ■ p 


(18) 
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Les trajectoires sont toules sur les surfaces d’^gale densile, qui 
coincident, dans le cas d’line fonclion Q, avec les surfaces d’6galc 
pression, on surface de niveau U. Sur ces surfaces, U esl constant, 
et la condition (16) de Bernouilli j csl vdrifiee par Lout. Les trn- 
jecloires restent ind^lermindes. 11 faut et il suffit que les autres 
conditions le soient aussi. 

Or il ne pout y avoir qu’une trajecloire, qu’un lilcl fluide, qui 
passe en cliaque point, car il n ? y a qu’une vitesse on un inline 
point. En chaque point Pa calibration de la vitesse cst la rbsullanle 
de la poussbe de la pression et du gradient des forces. 11 suffira de 
verifier la direction, ou cette rcsultanle donne la variation de 
vitesse voulue pour determiner la direction de la trajecloire. 

Considbrons 1 ’intersection d’unc surface, d’dgalc donsile, avec 
une surface bquipolentielle V. Le gradient du potential -y- esl nor- 
mal a la surface V consLant, eta cette intersection. Lo gradient de la 
pression “ est normal a la surface (Legale densile, done aussi a 
cette intersection. La vitesse doit res lor constanLe en grandeur le 
long de cette intersection, e- consLant. G’est prbcisbmenl ce que 
donne la formule de Bernouilli (16) pour une Irnjccloiro, <pii 
reslerait sur une surface V constant. 

Les intersections des surfaces bqiiipolenlielles el des surfaces 
d’bgalo density d (Minis sen l done les trnjecloires. De plus les vitesses 
sont conslantcs tout le long de ces Irajccloircs. 

ft° Supposons on second lieu que In lourbillon W no soil pus 
nul. Alors an X W doit (driver d’une fonclion 11(7), comme on 
le voildircclemcnl. En integrant on aura 

(u,1 U = V — -r> 4 +H, Ips — V -= II — IJ. 

a •>, 

L’interscclion des surfaces II constant el. U constant vorilio la con- 
dition (16) de Bernouilli ct dbfinil les trajectoires. 

D’autro part considbrous, conun o ci-dcssus, [’intersection des 
surfaces I'lquipolonlioUcs V avec les surfaces d’cgnle density. Si 
cello inlersecLion est une trajecloire, lo vccleur c» X W, normal a 
est normal a rintersection. D’aprbs le ni£me raisonnomont (pie 
ci-dessus, e 2 doit y roster constant. Or constant, sur une sur- 
face V constant, vbrifie V Equation (16) des Irajeclnircs. 
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Les intersections dos surfaces equipolcntiellos el dos surfaces II 
avec les surfaces d’dgale density se confondenl, et definissenl, les 
trajecLoircs. Los vi losses sont encore cons l.an les sur ces trajec- 
toires. 


3 ° Supposons culm qu’il n’y ail pas de fonction des accdlorn- 

lions Q. Nous vojons de la nifime fa eon que les intersections des 

surfaces equipotenlielles V cl des surfaces d’dgale pression p vdri- 

lient les conditions des irajectoires. En effel les forces ngissanles 

'£l t? t normales a ces deux surfaces sont normales a lour inter- 
dr dr 

section, It* lerme e x VV esl. Loujours normal aux trajecloires. Le 
<>- doit, rosier constant d’apres (17). Ceci verifie bien la condi- 
tion (16) tie Bernouilli, la irajec Loire (Haul, sur tine surfaces V 
cons taut. 

(loninus ct*s trajecloires doivenl elre sur les surfaces d’cgale 
dousin' 1 , il sVuMiit. egalemenl que l’inlersection des surfaces V et p 
st* l.rouve sur tine roucho d’egale density p. Les trois families de 
surfaces \ . />, p st* coupenl. suivant les memos intersections. 


Les surfaces d’egale vitesse sont toutes cylindriques par 
rapport a une inSme direction, s’il y a une fonction des accelera- 
tions. La vitesse e elan! la memo lout le long tPune Irajecloire, 
la section d’un lilt*l Huide tlcvra dire partoul la mono, Or ces filets 
11 11 ides sont consliluds, dans le cus gdndrnl, par les intersections 
des surfaces /> el /; dp, d’egnlc pression, avec les surfaces V 
el V + dV. Les sections normales de ces inlerseclions doivenl 
ei re partoul. dgalcs. Les surfaces V ddcouperonl dans les surfaces 
d'egules pression des tranches regulieres cl accoldes qui consli- 
lm*ronl. les trajecloires eldmcnlaircs. 

On pent tivalucr la section do ces filets fluides, cn fonction des 
elements tlynaniiquos. En effel designons par da la distance nor- 
male en uu point de deux couches d'dgalc pression p&p-k-dp, 
qui coincident on non avec les couches d’dgule densite. Ddsignons 
par da! la distance, an memo point, des couches V et V + dV, el 
par 0 Fangio des deux normales. Soil; dS la surface dldmentaire de 
la section considdrfo, on a - - . * 


(*AO) . dS — 


dn dn ' 
si n 0 1 


dp 

dr 



dp dY . dpdV 
dn dn do 
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Les Aliments differentiels dp , dV, dS doivent 6lre constants le. 
long des trajectoires. 

La seconde expression montre que la valeur absolue du produit. 

vectoriel du gradient de la pression, ou normal a la surface de 

. # 

pression constanle, el du gradient—? est aussi constant tout le 

long de la Irajectoire. La direction de ce vecleur serait d’ailleurs 
celle de la vitesse, qui est normale a la fois a cos deux vecteurs. 

Ddsignons par R le rayon vecleur du rayon de coiirburc de la 
trajecloire, en un point quelconque M, et dirigc du centre de 
courbure C au point M. II se irouve dans le plan osculaleur de la 

trajecloire et Faccoldralion cstegalea^-? F acceleration tangentiellc 
('itant nolle. On a 

. dV i dp dQ __ p* _ d*r 

dr p dr ~ dr ~~~ R — dt* 

v * dd) 

L’acceieralion dtanl egale a un gradient son rotalionnel 

est nul, el ceci indique iminedia lenient. que la grandeur du 

vecteur ne varie pas quand on se d6place normalemenl a R. Or, 

la grandeur de e 2 ne varie pas non plus dans la m6me direction, 
coniine on Fa vu. 

On en deduil immd*diatement que les surfaces e- constant, ou 
des vitesses constnnles, soul, dcs surfaces cylindriques, dont les 
sections droites sont les trajectoires, oelles-oi sont par consequent 
des cercles dc lti&ino rayon R, centimes stir Faxe du cylindre, 
([nand il y a une fonction des accelerations. 

Remarque . — Ceci ne serait plus vrni s’il n’y avail pas de 
Jonction Q. Mais alors, dans ( 21 ), le premier mcmbro serait 

loujours dgal a Multiplions successivemcnt (:>. 1 ) vectoriel lenient, 

dp dV , i , 

par ^ et les termes contcnanL deux fois lo in<Mne vecleur sont 

nuls. II resle 


(22) 


!l r JE - d X 

R X dr ~~ dr 


dp 

di 


pa d\ 
TT x di- 


1 dp dV 

p dr X dr 


Li! premier memlu'c rcpn'*senlc 1» projection de ^ sur les 
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surfaces p constants ct sur Ies surfaces V constants. Les seconds 
mexnbres indiquent, d’aprEs (20), que ces projections sont 
constanlcs tout Ie long d’une trajectoire, le rapport des deux 
valeurs Etant p, v* Etant constant, R doit FEtre Egalemenl. Les 
trajectoires sont encore circulaires . 

45 . Les surfaces sont toutes de revolution et symEtriques par 
rapport an plan equatorial moyen. — Les trajectoires sont done 
toutes circulaires et constituees par ^intersection des surfaces de 
niveau p et des surfaces equipotcnticlles V. On en conclut que les 
intersections des trois families p , V el. p sont toujours circulaires. 
Elies sont done toutes trois do revolution. 

GonsidErons alors 1111 filet lluido constiluE par 1 ’ intersection des 
surfaces p et p H- dp el des surfaces V et V + dV. La vitesse v 2 
conslanle est dEfinie par liquation de Bernouilli (16) et la sec- 
tion rfS du filet lluido, qui est constante est dEfinie par (20), son 
rayon R par (21), Ces surfaces elant fennEes so coupent une 
seconde fois. de Faulre c<UE du plan Equatorial, et les memos 
tommies donneront le inEmo e-, le memo dS el par consequent le 
memo rayon It. Nous en eoncluerons alors, comme pour FEquilibre 
relalif, n° 32 , (pie tonics ces sections el par consequent Unites ces 
surfaces soul, svmElriqiies, par rapport an plan moyen Equatorial. 

Jleniun/uc. M. Dive dans sn These, i() 3 o, n° 1 . demonlre 
que les surfaces son l de revolution, en supposanl cFnvance, dans sa 
dEmonslration, que les composanles de la vitesse de chaque niolE- 
oule sont. — u\y y r,).?;, o, c'cst-tV-dirc que ces molEcules dEcrivent 
routes des trajectoires circulaires, cenl.rEes sur le memo axe. C’esi 
admetlre d’uvuncc ce qiFil faut dEmonlrer, clcc qui Fa ElEaun° 44 . 
La dEmonstration de M. Dive scraiL valahle seulomenl. pour le cas 
de FEquiiihro relalif. Mais alors appliquEe a line masse homogene 
die dEmonlrcrait. qu’il no pent pas y avoir d’ellipsoidcs a trois 
axes, 011 d’ollipsoidcs do Jacobi comme figures d’Equilibro. 

40 . Equation rEduite dans le mouvement permanent. — Dans le 
sent mouvement permanent possible, que nous venous de dEfinir, 
les mouvements Elant tons circulaires autour d’un mEme axe, 
FaccElEralion so rEduit en chaque point k une accElEration centri- 
fuge w x (m x 7'), ou le vccteur vitesse de rotation est portE par 
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lo meme axe, el aura une valeur co variable avec chaque point. En 
designant par u le rayon vecleur d’un poinl, complA a partir do 
i’axe de rotation, la formule fondameniale de I’Aquilibre hydro- 
dynnmique, dans le cas du mouvement permanent, pourra sMcrire, 
d’unc faoon reduile, sous la mime forme que pour l’dquilibre 
rolalif, n° 30, 


(23) 


dp dV 

-_ = __„ > < (wxr ) ) 


l dp __ d\’ 
p dr dr 


•4- ti)* M. 


La vitesse de rotation go, au lieu d’dlrc conslanle, sera variable 
en chaque point. 

On aura encore les trois Aquations algebriquos 


'( M ') 


i dp 
p <)x 


dV 

<)x 


-4- td-tf’, 


I r)p 

p dy 


c)V 

h w* y, 

dy 


i dp __ ()\ 
p dz ()Z 


4-7. Equation de Poincare, Equation de Bruns dans le mouvement 
permanent. — Le premier tonne de (a3) esl la pcsanleur «*. En 
prenant la divergenee de cc vecleur. on sa dArivAe par rapport au 
rayon vecleur r, on oblienL une formule analogue a colie du n° 33 
pour le rnonvernont rolalif 


(25) 


d\ 

da 


■4- <0" it ^ 


dsr 

dr 


— 4 n J p -+- 2 to'*- -4- u 


r/to- 

da 


Gominc c>)~ depend de la position du point, on aura it, dans le 

~7~*" j derived dans la direction tt, 
dr dr 

([in se rant one a u • 

Dans la formule de limns, ilsuflira d’ajouler re dernier lerme, 
pour oblenir son expression dans le cas du niouvement pernumeni, 
i'oi,r n° 34, formule (so) 

/« , dtr p „ . ffai* 

( *>() — — ■> T - *4- a to* — 4 tt/p -H- n — y— ‘ 

t n H 1 da 


dernier Lerme, a prendre u 


48. Cas d’une fonction des accAlArations. Bes vitesses de rotation 
ne dependent que de la distance &. l’axe de rotation. — Si l’accAlA- 
ration w - u depend d’unc fonction Q, il en esl do tuAme des 
-press ions on du premier membre de (m 3). On pent iutdgror el 
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ucrire, pour Fbquation ties surfaces de niveau, 

!*7) IJ = V -h Q. 

( I’csL la memo Ibrinule que pour l’gquilibre relatif. Dans ce cas, 
comine dans le cas de Fequilibre relatif, les surfaces cle niveau 
coincident avcc les surfaces cF<Sgale density, qui sont denudes 
aussi par U constant. 

Reciproquement, si les surfaces d’dgaie pression coincident avec 
les surfaces d’cgnlc density, il y a une fonclion U, et par conse- 
quent une fouction Q, etles accelerations ddrivenl de celle fonclion. 

Si Faccdldration u)-u derive d’unc function, son rotalionnel doit 
eLre nul. Soil £, yj, £ les directions des Irois axes de coordonuces, 
laxc des s el.ant Faxe de rotation, on aura 

(*8) U = -h T\y, (')' ft = -h 7i(O s J*. 

La coniposante suivant esl nullc. Re rotalionnel do est 
mi vecteur, <[iii so rdduil a 

d ' ( (t ) 1 a ) da ' 1 r / <ho' y <)v-x \ 

717- ; ~7)f + _i 45 iy~ y 


(jhacuiu 1 des composantes devauL dire mdle, on aura 


< »«l) 



th>* 
^ <)x 


<h^ 



La premiere equation (ay) ost Ibndnmenlale (•). Elle exprime 
quo dans le mouvement permanent, s’il y a une fonclion des 
accelerations, la vilesse de rolalion no varie pas sur une parallele 
a Faxe de rotation. Les surfaces d’egale vilesse doivent done etre 
eylindriques, comme on Fa d<!unontre dircclement (n°4-4). 

La vitessc de rotation est done fouction uniquemont de u . 
distance a Faxe de rotation. 

La seconde formule (up) exprime que la vilesse co 2 roste consLanle 
sur le cercle de rayon u = \Jx~ ~\~y' 2 • 

11 est des lors facile de determiner eelte Ibnction des accelera- 
tions, quand olio cxisto. Appelons w la vilesse de rotation moyenne 


( l ) AuiiX. Vkronnet, Sur la rotation d’une masse heleroghne ( Co triples 
rend us Ac. .Sc., 22 nov. 1926, p. 949). 
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ddfinie par la formule suivante. L ? 6 quation ( 27 ) pourra s’ecrire 

2 r u j 

( 3 o) w 2 = — J w-udu, U = V 

En effet w 2 ne depend que de w, comme co 2 , Son gradient, 
ddrivd par rapport an rayon vecteur r, sera 6 gal & la ddrivde par 
rapport a u, on aura 

d(w*u?) r n j 

( 3t ) ; = = '.id I W 2 If dii = 3 (I) 2 t ( . 

dr du J {) 

On retrouvcra bien liquation fondamentalo (a 3 .2). 

49. Cas oft il n’y a pas de fonction des accelerations. — Dans 

10 cas precedent le champ de forces des forces rdcllcs et des forces 
d’inertie, 011 le champ de la pesanlour g dtait irro tali 01111 el. II 
devient alors rotationncl, ou tourbillonnaire, el Ics surfaces de 
niveau, ou d’dgale pression ne peuvent coXncider avec les surfaces 
d’dgale densitd. 

MulLiplions Fcquation fondamenLale (a 3 . 2 ) par dr, en renin r- 
quant que u dr = u da , 

< 3?. ) d\ ~ i dp — to 2 u du = - dz -h - du — to 2 u du . 
p p dz p du 

011 an rail la ultimo expression en pronant la section mdridienno el 
faisant u~n t dV tilanl unc difl’tirenlielle exacte, il doit en <Ure de 
mtiinc du second nienibrn. Ou doit avoir 



t * ■ (hi) * 

S'il y avail unc fonction des pressions, on rotnmvorait ■-=: o, la 

condition pour qu’il y nit aussi 11110 fonction ties accelerations. 
Dans le cas gtintiral, on aura, ou cHoclmml, les operations indiqutias, 


(to) 


do 2 

dz 


dp d 
du dz 


dp d 1 
dz du. p 


r /dp dp dp dp\ 
p 2 \ dz du du dz ) 


Or lo second inombro n’est. pas autre chose quo le produit vocto- 
riel du gradient des pressions el du gradient des densities ^ p . 
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Or les gradients sont perpendiculaires aux deux surfaces, et leur 
prod uit vectoriel d6finit, le sinus de Tangle des deuxnormules. On a 


( 34 ) 



± v ^ = f ^^ sin 6 

dr dr dndn 


P^sinO. 


La surface de niveau el Ies surfaces d’6gale densite se coupenl 
done sous un angle d’autant plus grand, que Ton est plus loin de 

la loi = o, qui d6finit la coincidence des deux families de sur- 
face, sinO = o. 

On peul. voir ce qui se pussera a la surface des as ires, ou oetle 
coincidence des deux families de surfaces n’est pas r6alis6e. La 
surface exi.6rieure visible sera toujours une surface de niveau, ou 
d’6gale prossion. A.lors les surfaces d’egale density idafdeureront 
pas au ineine endroil et coupcront la surface inl6rieure suivant des 
cercles paralleles, ou les vilesses seronl difT6rcnl.es. On aura des 
apparcnccs dilT6rentes sur ces diff6rents paralleles, d’ou Pappa- 
rencc des bandes paralleles sur Jupiter el Sa tunic. Les vilesses 
dillerentes sur des paralleles voisins d6tcrni incron t, par le'frolte- 
ment, des tourbi lions, qui prod u iron! des inches, conunc sur le 
Soleil, par la chute des gaz plus fro ids de [’atmosphere, dans Pen- 
lonuoir ainsi ouvert. 

7 teman/uc . — L'exprcssion (3a) pourrail encore s'6crire 
dp =s p d\ - 4 - p to 2 u f/M = p ^ r/z + p ~ du -4- p to- u du . 


La condition pour que le second membre soil, une dififerenlielle 
exacte don n era 


/u ,. <> / \ Of d\\ 

(d5) 7)z ( P Ju ~ H pM ' ")^ duVTz)' 


o>pu> 2 __ dp d\ dp d\ 

<)s ~~ du dz dz du ’ 


on pout inlfjgrer le long d’uric parallele a l’axc Qz, ou u est cons- 
tant. On obliendra l’expression de co 2 on fonction des gradients de 
la dcnsil6 p et du potentiel V. 




50. Definition du probleme. Resultats. — Dans Jo regime per- 
manent les couches d’ogale density conservent la memo formed. Ia 
inline position. II j a invariability gyomelrique do la masse, 
corarae dans un corps solide. On aura done les memos axes el. les 
monies moments d’inerlio, le m£me ellipsoide d’inertic. Nouspou- 
vons supposer, comine pour un corps solide, quo toule la masse 
tourne auLour d’un axe. Nous pouvons d£finir alors le mouvemenl 
par rapport a dcs axes mobiles li<'*s invariablcirient a Ia figure. 

S’il n’y a pas do forces exttirieures, 1’encrgio cimUiquc lolale T 
reste constanle, et le moment cinelique II ost un vecleur cons lau I 
en grandeur eL eu direction, qui dtffinil un plan invariable. Nous 
avons les conditions d’un mouvoment a In Pninsol, a u tour du 
centre de gravity. 

Nous allons voir qu’il on cst bien ainsi et quo le mouvemenl esl 
r(Sgi par des Equations analogues a cellos <P Ruler, eomme pour 
l’equi fibre rclntif hydros tal ique. 

Co nouveau cas de mouvemenl tout a fail. general pourra 
s’appeler moiivement permanent relalif. Comme dans IY»quilil>re 
rclatif, la forme exterieure reste invariable cl. ost onlraliu'e par les 
axes mobiles avec la mernie vitesse de translation el de relation. 
Mr is les moldcules internes, au lieu d’etre immobiles, par rapport 
aux axes entraines an rout un mouvoment permanent quolconque, 
par rapport a cos axes. 

Nous vo rr ons quo le mouvemenl. a la Poinsol, est encore impos- 
sible, com me pour le cas de I’dquilibrc relalif el quo ce ons so 
co n fond aver; le mouvoment permanent du cliapitro precedent. 


51. Equations d’Euler g6n6ralis6es. — D’aprds le th^oreme des 
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moments, la dbrivbe du moment cin^liquo par rapport au temps 
ost egnlo au moment des forces appliqu&cs. 


•i'O 


(l _ „ dll 

S ^i/'Xr = ^'xF, — = M 0> 


dt 


M 0 (L, M, N) etanl le moment des forces par rapport a Porigine O. 
Si Ton considerc un systeme enlraimi avec une vilesse de rota- 

lion w(p , <7, ,s i ), la vitesse relative de H dans ce systeme <Hant 
on n 


(U) 


dl i di\ 

-r = -t: + (v :>: n 
dt dt 


Considcrous un corps solide et preuons ses axes prineipaux pour 
axes du systeme mobile, et le centre de gravite pour origine, son 
acceleration extant nulle. On aura 


1 Vj 11 = J Kp H- 'f\ 13 q 4 - £ G s . 

0, £ so Lit les trois directions des axes. Porlons cello expression 
dans (1) cl. (a), nous aurons une (Squalion vecloriclle, dont les 
Irois composanles donneront les trois Equations (PKuler. Si le 
moment des forces par rapport au centre de gravite oslmilM 0 = o, 
les seconds membres soul. mils. Le vceleur II des momcnls cine- 
tiques esl eonstnnl, en grandeur el. <*n direclion, son carre, qui 
deli nit sa grand (Mir, sera 

yb) il 2 = H 2 </ 2 -+- C 2 .? 2 . 

Consid crons noire masse fluide on mouvement permanent el 

lournant en outre avec une vilesso inslantanec f v(p, <7, .9) avec le 

systeme mobile, Calculons son moment H. II faul. rem placer 

dans (1) la vilesso r par la vitesse absoluc r„. Designons par e la 

vilesse relative, on aura 

. . dr 

(H) I',* = \r r 4 - = w ,< r 4 - c, 

(( 1 ) II = !/>//’ :•>' e rt = 2?nr x (cv x /•) 4 - Sm/* X e = Il t .4- II/.. 

Ce moimml. cinf'lique so compose de deux tenues, Pun le 
moment dVnlraincmcnl II e , du ala. vitesse de rotation tv, qui 
donne a chaque point une vilesse w X et l’aulre le moment; 
relating dt\ aux vi tosses relatives e. Ce dernier est un vecleur 

AI'PKIL — IV (a). 4 
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constant en direction et grandeur, par rapport au systeme mobile 
et entrainE avec lui, puisqu’il y a regime permanent et que les 
vitesses relatives sont constantes en chaque point. 

DEsignons les composantes de H r par H 4 , H 2 , H 3 dans le sys- 4 
teme mobile. Cellos de H* sont donnEes, par (3). On a 


(7) 


H = II t . -+- II,. = ?(A p -+- HO + n(B q-h HO -h ?(G x ■+■ II 3 ), 


<m d\\ c 

dt ~ Ot 


£C*', 


M r 

()t 


— o. 


Portons ces expressions dans les equations (i) ot ( 2 ) on obtient 
les Equations d’Euler gEnEralisEes, 

[ A p ' -+- ( G — B ) qs -h(I-I 3 ? — II g $) = L, 

(8) B q'^r (A — 0)sp -h (Hif — H 3 />) = M, 

( 0 / H-(B - K)pq +(U«p-~Uiq)=* N. 

Si le moment relatif H r (H< , H 2 , H 3 ) esl nul, on retrouve les Equa- 
tions d’E tiler ordinaires. 

Ici les forces agissantes sur les particules sont des forces inlE- 
rieures, dont la rEsullanle et le moment M 0 sont nuls. Les seconds 
membres sont nuls. Mulliplions alors sucessivement les Equa- 
tions (8) par /?, q , s et ajoutons-les, il resle 

(9) App'-h B qq r -\- Css' — o \\ a w' = o, 

ceLtc expression est aussi le produit algEbrique des deux veo 
tenrs H* et w'. Elte esl encore la dErivEe de la force vive 
d’enlrainemont 

( 10 ) A /? 2 -h B q - -t- G s- = JJ,. w = •„>, T,. = A , 

cette quanlitE resle constante, comme pour tin corps solidodans le 
niouvoinenl a la Poinsol. 


52. La quantity do mou vein out rolatif ©st null©, — Lti snunne 
des quanlilds de mouvement tolal est, d’apres 1’cxpressinii de lu 
vilesso absolue (5) 

( 1 1) Q = S m i>„ — S m w y. r -h 3 m << » (J,. + O,,. 

Le centre de gravitd (Slant pris pour origine, el. In vilesso de 
rotation (5 Inn l la inline an mdme instant pour tons les points, 
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at 


on a 

X m r =s o. Q c = £ m w x r = o. 

Pour que lo centre de gravitd reste immobile, il faut el il suffit 
quo la quantile de mouvement Lotale soitnulle, done que la quan- 
tile de mouvement relalif le soit 

(ia) Q r = £ m (i = o. 

b3. Energie cinetique relative. - [/energie cindtique totale T 
sVcriru de inline 

( i 'i ) a T = £ m v% — £/n [( »• ■ < /•)- -+- a( ir /')i; + p* |. 

En ddsignanl par T r lYmorgie ciruHique relative, due uniqucmenl 
aux viLesscs relatives, troisieme termo de cetle expression, et en 
tenant eompte des valours 11(6), on peut<5crire 

( I .-1 ) 2 1' = W II« H- ■-> W H -h 2 T,.. 

mil,, el svllr (Haul des produits algdbriques des deux vecteurs. 
LYnergie relative T f . est conslnnle, puisque le regime est per- 
m a nen I. S’ il n’y a pas de forces exlerieures appliqu<'*es. lYnergie 
cinetique lolale T e.sl tfgalemenl conslnnle. On a 

( i fi ) wi ■». II,.) — ir( H -h II,.) — ^(T — T,.) = const. 

I /expression mT(iS) est nn nornbre algtibrique, <»u invariant 
algfdirique. On pent le consul (Srer com me exprimd dans n’iinporle 
quel sysleme daxes. Prenons le dans le sysleme mobile. Lee 
quantiles r el e sont invarianles, m seal vurie avec le temps. La 
d/vrivoe de T par rapport au temps est millc, et (i3) donne 

(ifil ~ == tr'£/// 1 /•''■( <e • /• )•+• /• X e] ■= w”£mr . p„ -= u’'H — o, 

car 

(n ,/ ■ r) v =s ie'(r X r) et a(«>' x r)(\v x /•) = a w’[r x (' cv.X r)J. 

1 /expression ee'Il = o nous indiquo, com me dans le mouvement 
a la Poiusol, quo la variation op' de la vitesse de rotation est 
toujonrs nornmle an vecteur constant H, et reste dans le plan 
invariable sur lequol roule FellipsoYde rl’inerltc. Elle definit ce 
plan invariable. 



52 FIGURES D'EQUILIBRE D'UNE MASSE HETEROGENE EN ROTATION. 

S 4 . Force vive d’entrainement. Premiere relation. — Le 
moment cindtique total Ii est constant. Sa derivde Lotale par rap- 
port au temps estnullo. Dans le systeme mobile, elle est $gale a 

sa ddrivi^e relative — > ou vitesse de l’exlrcmit6 du vecteur Hdans 
ot 

le systeme mobile, plus la vitesse d’etitrainement do cctle extr6- 
mitd, d’oii on a 


(17) 


dH 

dt 


ot 


• w x H 


Otto 

Ot 


X H = o. 


En multipliant algebriquement par le vecteur w on a 

/ 1 0 \ dU e ff , r)H r 

(18) w — - = o car w(\v x It) = o, — - = o, 

Ot Ot 

lie moment cinelique d’entraincmoiiL est Le memo quo colui du 
corps solide corrospondanl, formule (6) dans le systeme mobile. 
L’cxpression (18) pout s’ccrirc, d’apres les regies d’inlerversion 
dcs produils alg^briques et des produils vectoriels do vucleurs, 

(19) »Sw[r X (w'x 7 *)] = Ztniw'x r)(w X /•) = x («» x /* )', 

(20) “ tr'IT,. = A pp r Bqq r -\- G .?.?'= o. 

C’esl [’expression (9), LiriSe diVja des 6qua lions d’ Euler gene- 
ralises. Elio indique cjue iv'esl toujours normale a II comme all. 
G’est a us .si [’expression dArivdn dc 

(21) 2 T e = n’llif = A />*•+- It </ i -+• G .? 2 = const . ♦ 

qui est la force vive d’entrainemenl d’apres (10). La cimslanre de 
la iorce vive d’entrnincment nous domic done la premiere rela- 
tion (20) du mou vemenl, a la Poinsol. 


fi 5 . — Le moment cinetique relatif est nul dans 3 e monvement 
a la Poinsot. — Pori, oils cctle valour m'll,.— o dans l'cxpro.s- 
siou (eMI = o il vienl. 

( 22 ) <*'' If = id ( 1 I d -4- I l r ) = id 1 1 = ( > . 

Cette expression monlrc quo le moment cimkique relatif II,. 
devrail rosier toujours normal a <e'. Or c’esl impossible. Gar II,. 
est un vecteur constant, lie a la masse, qui trnirne conunc un corps 
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solidc, par hypolhese. Co mouvemeni est produit parlc roulemcnl 
dc Pcllipsoide d’inerlie sur le plan invariable, qui contient cobs- 
lamment tv'. Aucune droile lice a Pellipsoide ne pent rosier nor- 
male a w'. 11 fnul done que Pon ail dans ( 22 ) 

11,,= o ou «>'= o. 

Le mouveinent a la Poinsot ne pen l avoir lieu, w 1 ^ o, que si le 
momenl cinelique relalif est nul 

Si iv' = o la rotation a lieu an tour d’un axe principal, qui reste 
parallelc au VecleUr constant II. Alors seulemcnt le moment 
relalif II, . peut ne pas tilre nul. II est parallelc a Paxe de rotation ir 
el a H. Nous verrons qtPil on est bien ainsi dans le soul cas dc 
mouvG men l p os s i ble . 

Autre demonstration. — Le mouvemeni est done dtifini par 
Ics.rcln lions (i(i) el ( 20 ) rr'H = o ct w'lL-— o tiroes do la Cons- 
tance des forces vivos cl de la Constance du moment cinelique H. 
La premiere nous indique quo, dans le mouveinent du lluide, la 
variation iv' de la vitesse dc rolalion resle constamment uormale 
an veclcur lixe du moment cinelique lolal II, cVst-a-dire resle 
dans le plan invariable. La secondc nous indique que sv r reste 
aussi ronslauiment normal a II*, moment cinelique d’eutrainemenl, 
ou moment cinelique du solidc Equivalent. Or ce moment du 
solidc resle constant el fixe dans le mouvemeni a la Poinsot. 11 eu 
est de nubnc de II,,, qui doit done titre parallelc a II. Le mouve- 
meni. d’enscmblc dc la masse Jluidc se rainenc a celui du solide 
correspondanl. 

La relation H = ll„-|- II r nous montre immcdialement que II, • 
doit el re nul, ou reslera parallelc a II eL a II,.. Ce dernier cas 
correspond au cas particulier envisage ci-dcssus. 

Remarque . - Liquation (i4) avec II,. = o sc reduit a 
a T = tv H e + 2 T,., T = T„ 4- T r . 

L’tinergio cintitique lotale est bien tignle a Ptinergie cintitique 
d’enlrainement, augmenttio dc Ptinergie cintitique relative. 

56. Moment cintitique total constant. Deuxitime relation. — Le 
moment cintitique lolal II, dans le mouveinent gtintiral, devradonc 
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$e rfiduire au moment d’entrainement H e , .qui est le m&me que 
celui dii corps solide, formules (3) et (4)* On peat dcrire 

(23) H a = = A~p*-h B 2 q - -+• G 3 ^— const. 

La derivation par rapport au temps, nous donne 

( 24 ) H ‘ ^ = H * ^ = G 4 ii'=s o, 

A, B, C etant les moments d’inertie de la masse par rapport au 
systeme mobile et j q , s les composantes de la vitesse dc rota- 
tion i v , dans le rapine systeme. 

Nous retrouvons la socondc des relations qui definissent le 
mouvement da corps solide a la Poinsot, aulour d’un point fixe. 
Elle correspond & la Constance du moment cinetique, comma la 
premiere ( 20 ) correspondait a la Constance des forces vives. 

Nous avons done lei les m6mes relations que pour le niouveniwent 
d’un corps solide autour d’un point fixe. 


57. liquation de condition du mouvement permanent relatif. 
Troisieme relation. — Dans le cas pr^eddemment eludiY, equi- 
libre relatif (Chap. Ill), on avait ajoute, a I’acccluruiinn des 
forces rdclles F, ^acceleration d’enl.rainenienl, change de signe, 
x\ y r * z ,f , ou w ] x r + w x (ivx /’), n° 27, fonmile ( 2 ). Jei il (am 
ajouter encore I’acceldration relalivc el. Pacoeioration de Co- 
riolis 2 w x e, ou v est la vitesse relative, par rapport aux axes 
mobiles, eL qui n’est plus nulle dans noire cas. 

Liquation gencrnle d’hydrodynamique s’ecrira 


( 25 ) 


1 <)p = l 
p fir 


— \v' 


w, 


\V = w X ( tvx r ) • h v. u* -I' -h 


fJ-r 

tit 7 ' 


Dans le cas general ou p n’esl pas conslaut et on il n’y a pas de 
function des pressions P. la force tolale 6crile au second inembre 
doit £lre, en chaque point et a cheque instant, normal a son 
rotatiounol. Le rotationnel do w* x r est 2 w' (n° 28). On a la 
condition 

/ r \ ,1 , i*/\/dxF , t) X \V\ 

(26) 1 P — w'x r — W)f — 2 (V ^ — J cs o. 


En efFectuant et roniarqunnl. que (<r'x r)iv f ~ r o, ct metianl w f 
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en laeleur, on pourra ecrire. coin me au n° 37 , 


( 2 7 ) 


,/ ™ w ^xF d x W N 

v f 2 F — 2 W r — ~ r x 


dr dr 

^)xF d X W> 


=(F - W) (igI_i2-W). 


Ce qu’on peuL 6crire algebriquement 
( 28 ) Pp H- Q g' Rs' = S, 

oil P, Q, K sont los composanl.es du vecteur compris daus la pre- 
miere parenlhdsc ct S la valeur du second membrc. G’est une 
equation idcnlique a ( 3 o) du premier cas (n° 37 ). 


;>8. Le mouvement k la Poinsot est impossible pour une masse 
fluide en mouvement permanent relatif. — Los deux premieres 
relations qui drilinissenl le mouveinenl du lluide dans le cas du 
nmuvemenl permanent {20) el (24) sonl les monies que celles quo 
nous avons renconlr6es dans le cas du mouvement relatif ( 3 i) 
(ii 11 37 ). Liquation de condition (28) a exaclement la inline 
forme quo cello do lVquilibre relatif dans le cas le plus g6m'*ral 
( 3 o). La valour des coefficients P, Q, R, S est seulomeut <1 i 11 * 6 - 
rente, car ils contiennonl ici ^expression des vi tosses relatives el 
des accelerations relatives. lin tout cas res coefficients sont, 
comme dans le premier cas do IMquilibre relatif, fonctions do la 
position du point ot, du temps. 

La demonstration sera cxactomont la m6me qu’au 11 0 37 . Ces 
trois Equations lin6aires d 6 fin is sent d’une facon univoquela valeur 
do la variation de la vitesse de rotation * 9 ') en chaque 

point a cKaque instant. La valeur des solutions doit 6tre la me me 
pour tons les points au rn^rne instant. Or cela no peul avoir lieu 
(pic pour les points situ 6s sur une surface, ddfinic par les solulions 
du systeme. Le mouvemcnl k la Poinsot, avec variation de la 
vitesse do rotation <v est impossible. II fautici w f =o comme dans 
Tequilibre relatif. 

Comme au n° 37 , liquation (27) pourrait s^crire 

g 

(27)' iv 1 V = S, w' Vi = S, * 

s 

u' est constant pour tous les points, alors que y^> fonction de 
points ne determine qu’une surface. II faut tv'= o. 
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59. La rotation doit se fair© autour de Pax© de revolution. — 
Los dqualions d’EuIer soul applicables dans lour forme ordinaire, 
puisque nous avoirs ici II r (H,, EL, H a ) nui. On demon l re alors, 
conime pour Fdquilibro relalif (n° 29), quo deux des compo- 
santes y;, <y, s de la rotation tv doivent dire liullos. La rolalion.se 
rdduit a une seule composante suivauL Fun des .axes principaux 
d’incrlic, qui sonl pris coni me axes du sysieme mobile. 

Pour la stability Faxe de rotation doit etre Jo petit on le grand 
axe, non Faxe moycn. Dans le cas d’une figure de revolution, coiume 
e’est le cas cgalement dans le mouveinenl permanent, Faxe dc rota- 
tion doit coincider avec Fuse de revolution, e’esl-a-dire avec Faxe 
dr rotation commun a toutes les molecules du inouveinenl perma- 
nent. Nous sommes ramends an memo inouveinenl quo cclui du 
Chapitre prdeddent. 


GO. Cas plus general du mouvement relatif non permanent. Les 
trois Equations de mouvement a la Poinsot. — On peu t supposer 
que le mouvement par rapport aux axes entraines n’esl pas perma- 
nent, a condition sen lorn on t do eonserver Finvariance dans la 
forme gdomdlriquc des surfaces d’egale dousin'* lidos aux axes 
mobiles. 

Dans noire masse isolee, la force vivo totalc el b; moinonl. ciiie- 
tique lolal reslent Ions deux constants el nous ohlicudrons 
coniine ci-dessus les relations correspnndaul. au moiivemonl. 

Nous ohtiendrons, comino an ii" 51, les dquatiuns d’Kulor gdnd- 
rnlisdes, mil is dans la fnnnule (7) eomme la vilosso ndalive c 

n’est plus conslanlc, on no pourra plus fa ire ~y* ■ < >. Los dqua- 

lions (8) iMiront mi lermo de plus, correspondent a co fail. ( )n 110 
pourra plus on deduire (p) tv' II,. o. 

La qiianl.ild tie niouveinen! relalif tloil Inujours res lor uuiL* 
Swt'sti (n° K2), nialgrd la variation des v bosses individuelles 
relatives 0. 


La ddriveo de Fdnergie eindlique T (id) doit porter dgnleinent 
sur t», ce qui ajoute a la foruiiile (ifi) levs lermes suivanls quo nous 
tldsiguerons par S,, 

, tlv tlv /A * 

r) 77? ' h 1 M r 7/7 "" ;// 


£//? i‘tr* ■ 
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Inequation (16) qui traduit la consLance do la force vivo devionl 

(29) tv'll = S,, H,:) = S l7 

( 30 ) ( A /, -H II 1 .> ■+* ( II// •+■ H 4 ) cp H- ( Gr ■+" II a) s' = S j , 

e’esl la premiere relation (20) avec les termes H, , H a , H a . S< en 
plus. 

Le moment relalif H,. ne pent plus §lre mil ici, comme dans le 
niouvcmeiil permanent. 

La Constance du moment cintHique II nous donne ensuite la 
seconde relation, comme au n° 51, II- est mi invariant. On a, 
d J a pres (7). 


*>. dt dt \ Ot 


-h if* .< 


II 


<m r 

ot 


Oil,. 

Of 3 * 


11 ). nil 

/ Ot \ Ot Ot ) 

, II T r » dl 1,» 

I i I/> “1“ II,.) ^3- 


<■>, 


Cette expression analogue a (a4) s’ecrira, en representant par S L , 
la valeur du second membre, ind6pendanle de q f , s r ), 

(3i) (A/ 7 -h II,) A// 4 - (B <7 -4- FJOBr/'-hi Cs - 4 - 1 T ;i ) G jp' = S a . 

liufin V Equation dc condition tie l’£quilibre by drodynainique 
sera la memo quo cello du n°57, fommle (27) ct (28), ou la vitcsse 

fjif 

relative v el V acceleration relative -r-r* conlenues dans W, soul 

ot 2 1 

\ariables avec le temps 1, au lieu d’etre conslantes, comme dans 
le mon vement permanent. 


01. Le seul mouvement possible se rdduit encore a une simple 
rotation autour d’un axe principal fixe. — Nous avons done un 

systeme do trois 6qua lions lindaircs, toutes Irois avee second 

membre, pour determiner w*(p\ q\ s 1 * ), les equations (3o), (3i), 

el (28), du cas precedent n° 57. 

Les solutions soront donn£es par les formules 


(3a) 




D, 
D 5 


oii les D sont les determinants formes au moyen des coefficients 
du syslemc. IIs sont done fonction de la position du point considerc 
ot du temps. A chaque instant, ildoivent donner pour p\ q\ s r des 
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valours qui sont lesmdmcs pour tousles points, pour que la vitesse 
(le rotation q , 5,) rcste ^galement la mc*me pour tons. 

On a done a chaque instant 

(33) Dt =/>'£), D > = q' D, D 3 =a*'D. 

Ghacune de cos expressions repnisente done uno surface defor- 
mable. Les points de la masse fluide qui sonl it l’inslant t sur ces 
trois surfaces, a Pintervection de ces trois surfaces, conservoront 
seuls la nieme rotation d’ensemble 
Le mouvement a la Poinsot est done impossible pour cetie masse 
fluide. II fa ut fa ire w l (p q\ s') = o dans nos Equations, et par 
consequent S ( = S 2 == o, el nous somnies ramcn^s au mouvcmenl 
prudent, rotation simple auLour d’un axe principal fixe avee 
mouvement permanent. 

L’invariancc gdomtftrique des surfaces est impossible, s’il lPy a 
pas mouvement permanent, et ccla dans le mouvement permanenl 
relatif, comine dans le mouvement permanent simple, Chap. IV. 
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ETUDE GENERA LE ET INVOLUTION DE LA FORME 
R’UNE MASSE IIETEROGENE. 


CIIAPITRE VL 

ETUDE GfiNfiRALE DES FORMES ELUPSOIDALKS. 


62. Le probleme qui se pose et les resultats. — IN mis avoirs vu, 
ans le premier fascicule de cel ouvrage. Chapilre 111 l’<H.udc 
omplele des formes successives, que pouvail prendre line massif 
n mo gene en rolaliou; varialiou de l’aplalissemenl el des a Hires 
laments avec la vilesse el avcc la contraciion. Nous avons vu que, 
ans le cas pratique de la contraction des aslres, le moment de 
olalion res tan t constant, l’ellipsoYde de revolution s’npplalissaiL 
e plus en plus, avec ime vilesse do rotation croissnnLe, cl lendaii 
nalemenl vers la forme d’un disqne aplali, doni on pouvail dtUer- 
lincr le rayon et la vilesse de rotation finale. A parlir d’unc 
urtainc viLcsse, la masse pouvail prendre la forme d’un ellipsoidc 
Irois axes, qui s’amineissait finalernenl en aiguille. 11 se grellail 
leme d’autres figures d’ciquilibro de bifurcation sur cos figures 
Ilipsoidales. .. 

Le mfimft probleme se pose pour ime masse heterogene do 
icherchcr les formes qu’clle pourra prendre suivanl la vilesse de 
nation, le degre de contraction, etc. Le probleme se simplifie, 
arce que la masse h<H6rogene ne pent prendre que des formes qui 
ml de revolution. Nous verrons dans celte seconde Partie qu’on 
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peut le r<$soudre aussi coinpleLenient que pour In masse hornogcno, 
depuis les faibles vilesses ct les faibles conLrnclions, jusqu’anx 
limites extremes. Go sera 1’objeL do ceLLe deuxieme Par tie. 

M. Hamy avail dthnonlrt'?, pour des conches discontinues, ce 
thdoreme fondamenlal, quo dans I’dquilibre rolnlif, les surfaces de 
niveau d’unc masse hiherogeno ne ponvaienl pas clre rigoureuscmeiil 
ellipsoidnles. II a ele tUendu an mouvemenl permanenl. Nous le 
di'unontrerons pour des couches ellipsoidnles continues quel- 
conques. Nous y ajoulerons diffdrenies relations gdndralcs oil l re 
les vilesses ct les aplalissemenls. Cos relations conscrvcnt lour 
valour, car on demonlrcra dans le chapilrc suivanl quo pratique- 
menL les surfaces res ten l Ires voisines des cllipsoides, On a conserve 
dans ce chapilrc la notation des cllipsoides a trois axes pour 
conserver loutc la gtin6ralil£ des demonstrations, mfime dans Icons 
dhino deformation par Faction dhin autre aslrc. 


63. Rappel des formules de l’attraetion d’un ellipsoid© homogene. 
— Ges formuics sont. ddmontntos dans le Tome III du present 
Traite de Mecanique ratlonnelle , Chap. XXIX, n° 602, voir 
cgalement Tome IV, premiere Partic, n° 10. 

Soil un ellipsoide homogene de density p ; d’axes a, />, c. Le 
polenliel du a la gravitation, eu un point ext&vieur y } z , esl 


( i) V, ^ r.fabea f " ( , - _Zl_ El—) . 

./„ v «-h-a r-- \- X/ V?( X) 

® ( X ) | if* I- A 'l I //’ - |- X ) ( r a • | - X ). 

On Integra par rapport a la variable 1 do l’infini a u, cello 
valour limile (Haul ddlinic comme la raciue unique de lViqualion 


I 2) 


x* a* [ 

<1* H- ft If C~ H~ ft 


depend done ties coordomutos .r, r, z , du point.de deux facons: 
dircc lenient. sous lo siguc somme, el par la limile u. 

Le polenliel sur nn point inter ieur V; cst donnd par unr 
forinulc analogue oil u esl re m pi tied par zdro. 


C 3 i 


V* = 7r fa be p 



_ y* ,s« \ d\ 

a- i • X h l h- X #■*■* — }— X/ y' | X ^ 
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Los deux potentiels se raccordent pour les points situ<5s sur la 
surface do I’ellipsoidc, ou la fonclion s’annule, 

w = <>, , V f > = V*. 

Les composantes X,., Y c , r L e do l’atlraction sur un point extfi- 
rieur seront donndes par les derives parlielles du polenLiel 


fix 


( 4 ) = — *.>,7u fabcax ( 

dx (a- H- X) y'f (X) 

j. . / x* y * z* \ l <)u 

— Tz fabc p i — — ) — =r * 

\ </--+-// -h u e* h- «/ da? 

Le dernier tenne provient de ce que la limite a est fonction 
do x . Ge terme est nul d’apres (2). II vienL 


( 5 ) X,. = = — Ptfif, P e =2Kfabcp ( — — =r . 

Les composantes X/, Y,:, Z/ sur un point inl6ricur seront de 
memo forme, ou m est remplace par o, 


( 6 ) 


Y 

3 1 fix 


• P/.r 


, P* = j: fabc.p I 

•A) 




l n* -+- X 1 y <p . >. # i 


On aura pour Y et Z les memos formules oil a sera remplace. 
sous le signe somine, par b et c. 


04*. Attraction d’une couche ellipsoidale et d’un ellipsoide 
het6rogdne. — [/attraction d’unc couche ellipsoidale (Momenta ire. 
de densile constanle p et comprise entre deux surfaces ellipsoi’dales 
voisines d’axes a, 6, c, et a -4- da, b 4- db. c-l-dc, sur un 
point .i\ r, c, sera donnee par 


(7) tfX,. = — x dVf. 



dX 

(fi i -+• X) l>> t 


— 2 w/iP p u , 


<«) 


Dx = *+• *,(** H- X, (c* -4- X), 

dX 


r dx 

(9) dXj =- — X rfPi ~= — •infxpd J ^ p - ; = — :>. * /.# p </A. 0 . 


La derivation porle ici sur les axes a, 6, c. 

Galculons pour un ellipsoide hAttfrogene, compost de couches 
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ellipsoid ales 61<5mentaires, Paitraclion surun point interieur z , 

situ4 sur Fellipsoide d’axes a, (3, y, 


do) 


X* V 2 ** 

- 4-» -4— rr*r T 


^attraction des couches intorieures a cot. ellipsoi'de, pour 
lesquelles le point est extdrieur, sera 


(u) = prfjT (Anyth' 

La density p est suppos^e exprim6e en fonclion de Fun des axes a 
par exemple et nous devons int£grcr du centre, ou a = o, a in 
surface, ou so trouve Ie point consid<$r6, ou a = a. 

L’attraction des couches extArioures a Fellipsoide a, (3, y, 
pour lesquelles le point est iuterieur, s*obtiendra en integrant de a 
a a u vrileur de Faxe a a la surface. 


J r 4 * 1 r n 1 f** ,/\ 

. prfA . Prfjf ^qn 


X)D X 

L’altractiou lotale de toute la masse sur le point considArA, do 
masse Agale a l’nnitA, sera 

(12) x = h- X/ -- — 2 tty* j* ^ y p </a () ^ 


X)l>x 


On aura pour Y ct Z les nuhnes formulas, ou ci' J sera reinplaee 
par b' 1 et par c a . 


68. Methods de M. Hamy et for mules. - Dims la melhode 
prikiidento, on cousidero dos couches chiinentnires eufornnies Tunc 
dans l’autre coimno es fcuillos du bulho d’un oignon. M. Uai»> 
considdro I’ollipso'ide hdlerogeuc couiino form 6 d’ollipsoides 
conconlriqueS) qui so comptindlronl, un 6luul en re trail les mis par 
rapport aux autrus el doul les dens i 1 6s s’ajouterit en chnquo point. 
Cette miilhodo a Pa van luge de ratmmor l’atlraction d’un ellipsoi'de 
h6l6rogene a cello d’cllipsoides homogenes et de bdniMicier de 
lous les calculs fails sur coux-ci. De mf'rae les difficulty sur le 
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potenliel a la limite sont levees une fois pour loules dans les 
ellipsoides homogenos. 

Nous cnnsidArons d’abord Fellipsoide homogene limits par la 
surface exl6rieure, d’axes c u de density p 4 . Puis Fellipsoide 

limits par la surface de niveau immddia lenient au dessous, de 
density p, — dp, el d’axes a., — da,, b\ — db l: c, — dc.,, auqnel 
on donnera la densile dp.,. On conlinucra ainsi jusqu’au cenlre 
on cousiddranl. chaque fois Fellipsoide gdnciral d’axes a, 6, c, de 
densile dp. On inltigrrra de la surface an centre pour que Faccrois- 
semenl de densile dp soil posilif. 

On aura pour Fallraclion de Fellipsoide de surface 

<•« />)",>: 

Pour Fallraclion des ellipsoides exl6rieurs a Fellipsoide a, (3, y, 
sur leqii(d se Irouve le point consider^ u7, z, qui leur est int(V- 
rieur, on aura 

r 01 /•“ r* f/x 

d4) X,= -,rP — j do 

En fin Fallraclion des couches interieures sera 


X,. r — . 7 ; P,~. - * 7 z/j: f A „ dp 
da 



dl 

( a* - 1 - X) I)> 


D a dnns (i3) esl la valour de D\ 011 Fon a fait a, 6, c, £gaux 
h a*, b ,, c , valours des axes & la surface. 

L’allraction tolale sur le point intririeur r, z sera 


(i5j X = X, -i- X,- + X,. ~ : — x P~ — aic/aq p. A, -+- C A 0 dp-f- f A„dp*J 

\ d rti d* / 


La soin me des l.rois leriries de la parenthese iHanl. 

P 'X («‘f H './, ,/p X (a* H-X)Dx + X rfP X + XTD), 


rf). 


on pourra iScrire (i5) sous la forme symbolique 

dl 


( 16 ) 


r. 

j« c 


(*** ■+■ ?') 
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En reniplacant dans P les a par b el e, on obliendra los expres- 
sions Q et R qui ddfiniront Y et Z. 

66. Remarques sur les fonctionsP, Q, R. — Danslaforrnule(i6). 
les elements d’intdgralion des trois integrates ayanl la memo 
forme, on petit symboliser Pintdgration par un soul signe sommo, 
avec Pindice a seal, comine on l’a dcrit en dernier lieu. 

Dos trois termes que cette somme represenle, lo premier, 
Pdldment superficiel en p t , cst nne consLanle; le second, reprd- 
scnlant les couches exterieures au point considdrd, no depend quo 
des dldments a, (3, y de la surface oii se irouve ce point; enfin le 
iroisieme, I'elalif aux couches internes, depend de la surface et de 
la posilion y, z du point sur la surface, par la limile m, d’aprds 
la formule (a). 

Pour que P, Q, R conservent la mthne valeur sur touLo la surface 1 
d’dgale densitd a, y, c’esL-&-dire pour que ces fonctions soicnl. 
independantes de la position du point sur la surface, quelle que 
soil la surface, il faut etil soffit qu’elles soient independantes de //, 
ou que u no ddpende que de a, (3, y. Les coefficients de .r-, r'-\ s- 
dans (:*) et (io) doivent dtre proportionuels. Ou doit avoir 

a 2 fi« r- 

— =S 7— = — — roust. 

a ' 1 -+- a b* H- n c l -f' u 

11 faul que les ellipsoides «, //, c soient homofocaux a Pellip- 
suide a, (3, y, e’est-a-dire que tons les ellipsoidos soient Iiomolbraiix 
entre eux, puisque la surface a, (3, y ost quelconque. 

Pour que P, Q, R soient cousLants parloul. il faul. en outre 
qiPils soient independents de a, (3, y. 11 faut pour coin quo la 
sccoudo et la Iroisieme iutegrale du second mombre tie (16) soient 
identiquenient millos, quel que soil#. IVtUt'micnl d’intdgralion elunl 
Lou jours positif, il faul que Pon ait dp = o. f .a varinlion d(t don- 
si lt5 d’une couche a Pan Ire doit dire nulle. II (nut quo la masse 
soil, homogene. 

P, Q, R dependent done en gdudral de a, (3, y, axes de la couche 
considdrde et de .r, y, z coordonndos du point silud sur la couche. 
Or on pent toujours supposer que deux des axes soul ex primes 
en fonction de Paulro, |3 et y par example en fonction de a, la loi 
de variation des applalissemcnts 6lant supposdc connucou donnde. 
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Do ni6me la loi do variation des densities p est suppos6e connue ct 
pourra s'exprimcr egalenieni on fonction de a. La relation (io), 
([ui delink los ellipsoides dMgalc densilc^ determine a en fonction 
dc x, y , 3 , de sortc quc P, Q, R sont simplement functions des 
trois coordonndcs du point x , y } z, coniine cela devait 6lre. 


67. Passage d’une methode & l’autre. — On peut passer des for- 
mulas ( 12 ) a celles de la rmkhode dc M. Hamy (i5) par une simple 
integration par parties et r£ciproqueinent. Consid6rons les formules 


( 17 ) 




^/A 0 , 



d\ 

( - b X ) l>x 


Eu integrant par parties et renversant les limilcs pour cons(*rver dp 
posilif, on a 

x r° f* 

— jr v = — I p A « IS + J a„ c/p — |p a o |f +J a„ dp. 

| pA„| 0 esl nul, car, si Ton fait « = o, onai = o, c=oel = 0 ; 

'-'A 

d’oii A tt = o. Do plus les deux expressions integr6es sont ogales 
pour la limite oc, car alors a = a et Ton a u = o oL A 0 . Klles 
so deiruisent. 11 reste | p A„| a, = p, A, el los deux iulograles. On 
oblienl bien l’ expression ( 10 ) ci-dossus. 


68. Formules g6nerales au moyen du potentiel. — Dans la 
molhodo do M. llamy nous avons a considerer d’abord le potentiel 
du a Tollipsoide do surface 


( 18 ) 


V, 



y 2 js 2 \ dX 

l>'i- hX “ ef -bX/ D,x" 


Puis lo potential du aux ellipsoides pour lesqucls le point x } y y 
z , est interiour, integration do a, a a 


(i«l) 


v '-* '/>.("(■ 


r 2 

b ~ -b A 


g 2 \ dX 
c 2 H- X / l_>x 


E 11 (in lo potentiel du aux ellipsoides pour lesqucls le point est 
exlcriour 


APPBLV.. - IV (2). 


y 2 g 2 \ dk 

6 2 -bX c 2 ~h X / * 


5 
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Or V< est une constanle qui pout rontror duns V; par lo terme 
correspondent a la limite a\. On pent fairo aussi a, = i. On aura 
pour le po ton Li el total 


(20) 


(21) 


+' * / X d ’J„ (■ ■ ~ STi - S&T ~ rh) t 


V = V„- ‘-( Pz 2 -+- Qjk s + K= s '> 


ou V u correspond au terme 1 de la parenthese 

<-> £• 

P, Q, R ont les valeurs donndes par (16). 

En prenanl la d6riv£e partielle do (21) par rapport a x on aura 


(23) 


dY = dY n 
doc dx 




on a 

(24) 


En effet V u est/onction de#, z par la limite u soulomonl (2), 

dY u __ rfV lt /‘"ojw d? 

“ du doc ~ ,/ a cte Du* 

D u est 6gal a Dx 011 Ton a remplace X par 

De memepour P, Q ; R ; il norosLora dans la ddriv^e d npres (i(>) 
que le terme conlenant u commc limite d’inLrfgrale 


(25) 


^ ^ ^ J a f>* \ a rd -+■ u, ) d.r D„ ’ 

UparenthSse est dgale a i d’apres (:>.). ^expression osl egnle 
^ 2 ~dx‘ Dans (a3) il reste settlement le terme rasol I’on a 


dP _ dP <)u 
dx du dx 


~_o.it/* f 1 dp 

^ J a dx a - n- a I >„ 1 

dP t f r" 1 dp 

du ATC JJ U a ~ -i - u 


dY 


OY 
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Los ddrivdes parlielles du potenliel el les composantes de la 
force 01H I os monies expressions que pour I'ellipsoidc homog&ne. 


Remarque, — Pour un point exlririeur a l’ellipsoide h6t6rogene, 
il faudra integrer do i a o avoc u* On aura 




a* -h X 


y 3 \ dk' 

b - -h X c 2 H- X/ Dx 


On obliondra les monies formules (2.4) el (a 5 ) el les monies 
resullals. 


09 . Verification des conditions dn potentiel. — Cos conditions 
sonl an nornbre de Irois : 

i" La feme Lion V esi linn* el continue dans tout Pespace ainsi 
(pie ses (h'jrivees parlielles premiere ot deuxieme. 

2 0 Kile s’annule a Pinlini. 

Cos deux (Conditions se viirilionl, coinnie pour les ellipsoides 
homogenes, puis(|uc re sent les memos formules. 

KII<; v^rilie lVquation de Laplace pour un point cxlerieur et 
cello de Poisson pour un point inlerieur, rayon veeleur r (./•*, JK, s) 


( •».; ) 



< )>\ d 4 -V <)- V 
Ox- * <)y- * dz~ 




AV = — 4-ir /p. 


Nous allons verifier cos relations. 

Prenons de nouveau les derives parlielles des expressions (26), 
nous nitrons 

, ,8 , -AV-(P + Q + R)+(»g+^ + «^)- 

D’apres les valours de P, Q, R dans (i6) on a, 


(29) 

(80) 


r* + 0 -i- 




X 

r + Q + K — — **///{%)■• 


b~ -f- X c- H- 


\ dX 
V Dx* 


car il suffit, de prendre la d<Sriv<Se Iogarithmique de D a (8) pour 
relrouvcr la parenlhcse sous l’intdgrale. On aura pour expression 
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de l’int£grale en a 




iV 


car les integrates sont nulles a l’infini, puisque D^^oo, pour 
^ = oo, et D 0 = i , D et est la valeur de Dx pour 1 = u. 

La seconde parenlhese de (28) d’opres (20), pourra alors 
stecrire 


o v dP 0 Q 
52) »%+? 


T 0\\ 
3 Os 


Of 


Oil 
il Ox 


y On z On \ tip 

6 2 -h u i)f 1 ( 0 -\- n. Oz ) D w 


Or en d^rivant (2) partiellement et successivemenl par rapport, 
a x, y, z on oblient 


( r- 

X 2 

y- 

z' 1 

] On 

•>. .r 

L ( 

a~-+ uy- 1 

( O ' 1 H- u )- 

(C-H- U _ 

J Ox 

~ <t~ 1 n’ 

B — 

0.X 



B 

On •>. z 

( dx 

a- -+- 11 1 

V~ 

/>- + « ’ 

Oz c* i n 


B esl une valeur positive. On lire de lit — , ~ ~ mie I’on porte 
j Ox Of Oz 1 1 

dans (02). •On relrouve B en num<5ralcur et. (*n denom inaleur et il 

vient 


(34) 


Ox 


.f* 

y Oy 


0 R 
Z Oz 


— 4 it. 



Nous retrouvons le second terme de (.'* 1), qui sera dcdruil en 
portant ces valeurs dans (28). Cello fonniilo devient 


f ' 35 ) AV = — 4 w/jf //p= — 4 11/p , 

car Lmtegrale de dp do 1 a a conlicnt p 1 In density snperlietelle. ft 
laquelle nous ajoutons les accroisscmenls do density dp jnsquVi la 
couche d'axe a, ce qui donne p la donsite de cello couched | a 
formule de Poisson. 

j Pour un P oi * c extdrieur il faut faire ici a = 1 et \\ m a AV =r«o, 
liquation de Laplace. 
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70. Expression de la vitesse de rotation et equation de condi- 
tion. — Les dqualions de Pdquilibre hydrodynamicjue, commc 
nous l avons vu dans la premiere parlie, soul les memes pour 
lViquilibrc relalif ct le mouvement permanent. D’apr&s l’expres- 
sion du polcnLiel en fonclion de P, Q, R, et des composantes deia 
force, les Lrois equations alg 6 briques de l’dquilibre pourront 
s’ccrire 


(3G) 


i Op 
P <)x 


= (to 4 — P) .r, 


i f)p 

p 


Q)r> 


i Op 

p 0z 


= - r u. 


Or dans I’dquilibre relatif et dans le mouvement permanent, on 
le champ des forces n’csl pas lourbillonnairc, li*s surfaces de 
niveau ou d’dgalc pression, coincident avec les surfaces dVigale 
density, Ges dornicrcs sont les surfaces ellipsoidales denudes 
par (io), dont les composantes de la normale sont — • Elites 
sont proporlionnellcs a cellos de (36), car ces normales aux deux 
sorles de surfaces doivenl coincider. On a alors 


( 37 ) ( ) ( V — w* ) a 4 = ( Q — w 4 ) p* = y*R. 


Oil lire dos formules ci-dessus ('expression de la vitesse r*>, el 
P liquation de condition iuddpendanle de ca, 


CM)) 

(4°) 


(.) 2 = P-hRaQ- 


p* - "•* ’ 


a 2 ' \y- a 2 — p- 

a 4 pi( p — 0 ) H - T *( — pt ) R = o. 


Dans Pdquilibre relaLif a la mcane valour pour Lous les points. 
Dans Pequilibrc permanent, w est variable, mais les surfaces soul 
do revolution, a = (3 et P et Q, 

Go sont les memos formulcs que pour les ellipsoides homogenes. 
( voir L. IV, n° 20). Mais ici P, Q, R sont variables d’un point a 
un autre et d’linc surface a 1’autrc. Ces expressions dcrilos avec 
une settle integrate ( 16 ), sont 

P r <Jl Q _ r dl 

ztzJ X) D>/ 2 nf J \) D\’ 

R r dX 
2 7 T/~“ J a (e 2 H- X)D x ‘ 

En portant cos valeurs dans ( 39 ) la viLesse de rotation s’dcrira 
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us I’une des formes 

v ^ _ t rf «* r 1 \ d\_ i r( p» iL.V /x 

a*/“«V B ^«*+X o*-H^ Dx” J a V cM-VT^’ 

3) M «- 3 «/ f( --~ -£ - V /X - 

’ PV a \ ^H-X/Px 


On aura de in toe 

P — O 


P — Q _ r <11 

4 i nf ~~ J a (a* -h X) ( //- -h X ) ].»>, ’ 

, liquation de condition devient 

i5) (“ 2 “ P s >Y s ^ (cl+ )0Dx = aSpa X(« a + *)(** + >0 Rx ' 

71. Identification avec les formules des ellipsoldes homogenes. 
- Gomme pour les ellipsoides hoinogenes, L. IV, n" 20, prisons 
= c 3 #, ou # esl une variable dGfinie par cctlc relation ct non nne 
oordonnde. Introduisons de mtoe les rapports des axes s el t , 
ue nous designerons par a el r sur la surface d’nxes a, (3, y sur 
ujuelle se trouve le point x, y, z. On a 


4«) 

47) (48) 


C L 

r; =*, 


e* 


r - , r 


a 2 ’ p* ’ 
c 2 = a-s — b* t, y*-r=: a 2 or = p 2 T, 

X = c 2 :r , ^ /X = c- t/.r , c 2 -h X = e - ( i - 1 - .r ) , 

a*H- X = n 2 (i -|- jfflj ), r>x = \/ ( i -+- .'/?)( I - I s.v) (r H~ ~) = 1 


On obtient pour Dx In mtoe expression D. r que pour les ellip- 
oides homogenes. Nous retrouvons de mfime pour P, Q ; R 


49) 




.ula; 


■+• sx ) D.„ 


Q __ r uix 
W J a (H- 


R _ r fte 

a*/ J a (i + .*) D.r‘ 

On aura, d’apres les formules ( 39 ), pour u a , 


i5o) 


to 4 = P — trR = Q — tR = 


■cP — <rQ 



Cl 

(Si) 


(5a ) 
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sdx C dx 


7 l 


— = f — 
J a (* 


’/( 


SX ) D lt . J a (i4-^)D, i; 

C i ^ ,t ' C — 

t-e)\>. c ~ X J a (i ■+• tf) D* ’ 

a*/ 7 a \ t — tr j D :l 


Les valours Jo w 2 different dc cellos trouvdes pour les cllip- 
soides homogenes oil ce que nous avons cr et r au lieu de ,? el £ 
dans (5i). Dans (52) il j a le premier lerme de la parenlhese en 
plus, il s’anmile si nous faisons s et t ogauxa cr el r, el nous retro u- 
vons la formule ( 62 ) du tome IV, i ei * fascicule. 

Liquation do condition s’ 6 cril immediatemenl d’apres (4°) 
divise par y 1 , on direclemenl par (5o) 

(V ) ) A (l* — Q)_(l_ijR = 0, 1> — Q = (cr — t)ll. 

On voil qu’ullo no depend plus que du rapport des axes et non 
des axes eux-mcmcs, do la forme des surfaces, et non des dimen- 
sions. 

On a encore d’apres (44) 

(51, l — li=f inL 

V «/ J a ( 1 H- SB J ( 1 + tx ) u,. 


l/dquation dc condition sYicril nlors 


( 55 ) 



A* — l 

(i+m;)(i + tx) 


a — x I dx 
~r J \T r ~ 


Cette condition elait unique pour les ellipsoides homogenes. 
Ici la condition (55) doit dire vdrifidc pour Lous les points de la 
masse, car Finldgrale ddpend dc la position du point. 

Si Fellipsoide csL homogene, les surfaces de niveau sonl liomo- 
tlieliques, on a par tout 

s — cr, t = x, s — t = cr — ■ x. 


Cette derniere expression est en facteur et Fon a deux solu- 
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Lions distincles, l’intAgrale en a devient une inlAgralc simple 

r 00 r i i “| dx = 

(56) s = t, j" nr^J tr e °- 

La premiere solution nous donne les ellipsoides de revolution, la 
seconde donne la condition que doivent remplir les ellipsoides a 
trois axes ou de Jacobi pour elrc figures d’<5quilibre. C’esl la 
formule (6a) du Lome IV. 

Pour les ellipso'ides hdt6rog£nes au contrairc, liquation do 
condition (55) ne peut pas se resoudre en deux solutions distincles 
pour tous les points et n’a qu’unc solution unique, celle des ellip- 
soides de revolution. On retronve ce th6oreme fondn mental, 
demon tre dans la premiere Partie, que pour une masse h6t6rogcne 
les surfaces de niveau doivent <Hrc de revolution, n° 31, 

Gependant si les surfaces de niveau et d’Agale densild AlaienL 
toutes homolhAliquos, nous irouverions encore les deux solu- 
tions (56). Mais la seconde, ou Pintt'grale double en a devrait 
6lre conserve, ne serait v^rifi^e que par des ellipsoides homo- 
focaux, comine on le veri'a, ce qui est incompatible avec les ellip- 
soides semblables. 

72. L’axe de rotation est le plus petit axe des ellipsoides. — 
L’oxpression do w 2 (5 i) peut s’Acrire 

, r . CO 2 __ r s ( i + x ) — g (i H- sx ) dx __ r(s — cO -4- ( I — a) sx dx 

J7 2 %J‘ J & (l -h X ) (l SX ) I T c ~~ ITT X)~{l -h sx ) T)Z ’ 

s varie d’unc facon continue du centre a la surface. Prenons 
pour £7 la couche ou j? est maximum. On aura pour tous les eltf- 
mcnls d’inlAgraLion s — cr<o. De plus i — cr est une conslanlc. 
II fa uL done i — <7>o autrement tous les AlAmonls d’intdgration 
seraient ntfgatifs et co a Agalemcnt. II faut done 

<5S) a<i, ^<i, T < a * 

La secondc equation (5i) en £ et r donnerait de m£me y < [3. 
L’axe de rotation y ost done le plus petit des trois axes sur la 
couche de niveau ou ex (our) est maximum. Or les surfaces de 
niveau, ou les surfaces 6quipolonticlles, no peuvent pas se couper. 
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Si l’axe de rotation est le plus petit des irois axes sur uno surface 
il doit l’&tre pour toules. 


73. Th6or6me de M, Hamy. — Dans Vequilibre velatif \ 
les couches de mdrne densite d'une masse h6tirogene ne 
peucent pas etre ellipsol'dales. 

La formule qui exprime la rolation w pent s’^crire 

o> a = P — It = P — ctR, oa=^. 

a 2 a 2 


Celle quantity doit 6 lre conslanle dans tonic la masse. 

On aura done, en tout point x , y, z, et pour toute variation de 
ces coordonndes, 

( 5q ) (ho 2 = dP — cr ^/R — R da = ^ ~ — a — ^ ) da — H ^ = o. 


En diet P el 11, d’npres ( 16 ), sonl fonctions de x, y. z unique- 
menl par la limilc u de la troisieme inU f, grale. 


__ ()P <)u JP ()u 
~~ <)u i)x 1 X <)u ()y 


< 


. dP da 
1 ^ Ihilz 


dz 



D’apres les forniules ( 20 ), qui do line ill. el oil aura 

f>o) dio 2 = — f l — 7 ^ — ) du & — R da = o. 

a */ a \ a 11 C* -hut U u 


(fk 


La valour de du est donntfe par la differentiation de ( 2 ), et 
s’dcrit, d’apres la valour de B (33), 


(fit) 


„ , lx dx y dv , z dz \ 

B du. = 2 ( — h *r^ 1 ; ) * 

\ a * -h u b~ -h u e ■ h- u. j 


Consklerons un displacement de x , y, z sur une couche de inline 
density. Les axes a, (3, y et cr restent fixes, done da=z=o, 1c 
second tcrino de du>- est mil. II faut et il suffit que le premier lc 
so it a us si. 

Considdrons un displacement lei que dy = o, parallele au 
plan^'O^, nous aurons, sur la couche considdrtfe, d’npres (to), 

z dz 


x dx 
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Porloas cette valeur do xdx dans [’expression ( 61 ) do du , 


(«a) 


B rfo 


__ ?. z elz /a- y 3 \ 

a 2 \ a- -b u c 2 + w / 


Getle valeur porlde dans dco a donne, pour la variation sur la 
surface consid 6 r 6 e, le long du emplacement ds considdrd 

(63) 

v ' a- y- J a \tt 2 H-*4 c- -h u / BD„ 


B etD ti ( 8 ) sont des quantiles essentiellement positives. Tons 
les gfcmenls de Pintegrale sont done posilifs. On nc peut avoir 
d&o 2 = o que si tous les 6 l£menls d* integration sont nuls, o’esl- 
a-dire 


a 2 _ r a _ «» — t! 

a 2 -b u c 2 •+■ u ci- — c - 1 


a- — c- = k( a 3 — y 3 ). 


La diirdrence des carrds des axes doit elre conslante. Les ellip- 
so'ides doivent 6 lre tous homofocanx. 

Portons alors ces valours dans [’expression ( 6 o), le premier 
ternic s’annule idenliquement. II reste rfcr=o. Lc rapport des 
axes devrait £tre invariable. Les ellipsoides devraient elre homo- 
thetiques. Commc ils ne peuvent pas 6 tre a la fois homofocanx et 
homolh(5tiques, I’^quilibre relalif, ou la rotation en bloc, esl 
impossible avee des figures ellipsoi'dales. 


Remarque . — Dans le cas du regime permanent , la seconde 
condition de l’equi libro hydrodynainiquo n° 48, les surfaces i‘timt 
de revolution, s’ 6 cril d’npres ( 6 o) 


thr- __ '>. tz J* r°/ a 2 y i\/ 

<Kv a * J a \ « 3 Hr C- -h u ) Y r).r '* 7)y ) 1 >" 


et Ton vdrifie que la derniere parenlhese esl uulle d’npres (iJS) 
avec b = a. Mais on ne v<irifie pas la premiere coudiliou = <>. 

Dans le cas des ellipsoides de revolution) avec h = a ei (3 = «, 
on voit facilemonl que Ton a encore (tin) et (03) pour n’imporle 
quel dd placement dx et dy, sur la couch o considcree. 


74. Expressions en coordonndes polaires, Variation de la 
vitesse de rotation en latitude. — On aura une representation plus 
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elaire de la variation do g) qu’avoc les coordonn<5es carL^sicnnes 
r, z. On eliminern r, on fora cp constant et Ton prendra la variation 
par rapport a la distance angulaire 0 au pdle. 

On obtiendra de la memo facon qu*au n° 73 la variation dc &> par 
rapport a 0 . II suffira de fairo dans (6o) da — o, le displacement 
a vanl lieu sur la surface, et d’indiquer quo la derivation a lieu uni- 
quement par rapport a 0, 

, dm- ft 7 zf r l) / a 2 y 2 \ On dp 


-ill f V 

ot 2 J O' \ Cl l" -h ll U J i 


II fa ut calculor Liquation dos ellipsoides de niveau et cello 
qiii d& ermine w, (io) ct(ft), s’ecrironl on coordomides polairos 


sin 2 0 sin 2 9 

sin 2 0 cos 2 o 

t * 

I- 

cos 2 0 

a 2 

P 1 


v 4 i 

sin 2 0 sin 2 c 

sin 2 !) cos 2 o 

i 1 

— 1— 

cos 2 0 

(7 2 H- 

0 *--hu 


c 2 -h //, 


Kw cliniinanl /' cl. prcnaut les derives par rapport a 0 on a 
i in media leiuenl , u (Haul. Innclum de 0, 

I" sin 2 0 sin 2 tp ^ sin 2 0 oos 2 9 ^ nos 2 0 | t)u 


1 ( a- -\- u )'- ( h - H~ // ) 2 (r 2 H- j 2 J ^0 

, r/ sin 2 ? cos 2 ? i \ /sin 2 ? nos 2 ? I \"| 

=■- \> sin 0 nosO ( H ^ “* pT - - — ) ’ 

L \ ft - -h // h 1 -+- a \ a 2 P 2 Y"/J 

1,(1 pnranlhese du premier membra esl 6 gnle a ~ d’apres (33) 

el. ( 61 ), u" 73. Le crochet du second membra, d’apres ( 06), on y 
remplaeiinl cos 2 0 par r — sin 2 0 , so rdduil a Fexpression suivnnto 
divisee par sin 2 0 , 


( l I_. 

\ r“ c 2 -hu/ \/' a y 2 / 7 s c ! h-m 

11 vionl. 

I? <)u cotO / y* \ 

1 G ' 1 y* V ct-hu)’ 

Eu porlant colle valour do ^ dans (65) on a finalemcnt 

, dui-i 4 jc / /*•/_?!!_ 7 a \/ T r 2 V'*<*p 
81 f /fl — ct a Y lCOt0 J a (« i +« e 1 4- « / V c ! +»/BD„ 
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On obtiendrnit do meme une autre formule analogue en b 2 et (3 2 . 
Pour les ellipso'ides homofocaux, la premiere parenthesc est nulle 
et l’on a rfco 2 = o. La vitesse de rotation doit elre partout la mdme 
sur une memo surface de niveau. Les couches d’6gale densitO 
devraient tourner chacunc d’une seule piece, pour rdaliser les con- 
ditions d’equilibi'e des ellipsoides homofocaux. 

La quantity sous Pintegrale n’est pas un carrd parfait coniine 
dans (63). On peul montrer nSamnoins qu’oUe est toujours posi- 
tive et quo la vitesse do rotation, dans les aulres cas quo les 
ellipso'ides homofocaux, et sur une surface de niveau, doit varier 
en raison inverse de 0, signe — , c’esl-a-dire decrottre du pdle h 
Uequateur. On remarque que pour le Soleil, Jupiter, e’est le 
conlraire qui a lieu. La vitesse de rotation est plus grande a 
Pdquateur qu’aux poles. Les surfaces de niveau de ccs astres ne 
peuvent pas £tre ellipsoidales, et doivent s’en dloigner da vantage 
que si ces astres tournaient tout d’une piece. 

En multipliant la premiere des Equations (66) par ■ ■■ et 

la relranchnnl de la seconde, on a 


(69) 


sin 4 0 sin-tp / a- y 2 \ 

a 2 C’-hu/ 


sin 2 0 cos 2 (p 

w 


('_£ T a \ I ( l \ 

\b*+u c*-bu] r 2 \ c 2 +u/ 


On voit ici que les deux parentheses du premier meinbre sonl du 
mdme signe quo la Iroisieme, car aulrement on pourrail irouver 
un point, sur la coucho consid6r<5e, et une valour de <p, idle que 
les deux membres scraionL de signe conLraire. L’expression (68) 
est done toujours positive, les deux parentheses nyanl toujours le 
m^me signe. On ne peul. done jamais avoir rotation cn bloc, 
ou rfw 2 =o. C’est une nouvcllc demonstration du th^oreme 
du n‘> 73. 

En remplaganl la seconde parenthesc de Pinldgrale (68) par sa 
valeur ci-dessus, on obtiendra sous le signe somme, en supprimant 
le facteur commun sin 2 0, 

sin 2 cp ^ a 2 y 2 \ 2 < cos 2 (p / a 2 y * \f (3 2 y 2 \ 

a 2 c 2 -hzi/ * + ‘ [P \ a*+ u ~~ <P 4 - u) \b~-±- u~~ c 2 ~ a ) ’ 

On aurait un carrd parfait seulement pour cosep = o, ou y = 0 , 
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77 


c’esl-a-dire pour la varialion de la vitesse de rota Lion sur le plan 
yOx comme dans le numdro 73. 

II on serait de memo dans *le cas des ellipsoides de revolution 
avec (3 = a cl b = a, alors cp disparait et ( 68 ) devienl 


= - i^/sinOcosO /' ( - 

\a--h it 


Y 2 \ - /•* c/p 
C 2 H- ii / B D« 


75. Variation de la vitesse de rotation en profondeur. — Nous 
prenons Q et cp constants et r seul variable. En prenant la memo 
forniule ( 6 o) qu’au nunuSro 73 pour co 2 , et en indiquanl la deri- 
vation par rapport a on aura 

. c/co 2 da f Z* 0 / a 2 Y’ 2 \ Oil dp 

(7°^ c/r c/r ” a 2 \a~-h a cj 2 -h m/ c//* D., 

D’apres ( 66 ) on aura pour > 0 et cp restant constants, 

[ sin - 0 sin- cp t sin - 0 cos- cp j cos 2 G Ou __ ‘2 

(rt- -+- m f 1 (fy- -h u )- ( r? 2 -h u )- J Or / ,3 

En multipliant les deux membrcs par /*-, on pent ecrire cello 
valour 


r at* y- 3 2 1 On 

tyI) L(rt--4-«J s + (* 2 H- K) s 

2 

/* ’ 

H ~ 4 = 
or 

El la formule ( 70 ) devient 



rfto* rfu 4 */ /•*/ “ 4 

! c//* c//* a 2 J r \a-^u 

Y s > 

1 

C 2 -t- C*) 

r B L)„ 

f (&+7t 

(J > 

| < ; P 

C 2 -H if , 

1 r B\) u 


On auraitunc autre formule enrol 6 2 , cnpartanldc co 3 = Q — tR. 
Pour les ellipsoides homofocaux le second mombrc est nul. On 
pout tiror de ( 72 ) les memos conclusions que plus haut, co 2 varie 
en sens inverse de a cl niciproqucmont. 

■ta.i 

Remarque I. — La valour de la variation le long du grand axe 
pent se ddduire de (72)- II suffit d’y faire r = x = a, et de remar- 
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quer que Yon. a sur Paxe considerc 


( 73 ) 


B = 


(« 2 h - r /,) 2 


i 

se- 


ct 


a- 


a' x - 4 - 7 / 


Remarque II. — La formule (72) remplnoe In formula ( 1 4 )? 
de 111a these, qui contenait une legere erreur. Cello errour elail 
d’ailleurs corrigee en note, a la fin du memo travail, Journal dr 
Mathemathiques pures et appliquees, 1912, p. /\ 6 /\ . M. Dive a 
plus tard relevd celte erreur dans Archives des Sc. phys. et nut. 
de Geneve t 1926, p. 118, supplement, sans s’aporcevoir qu’elle 
dtaiL d^ja corrigee. 


76 . EllipsoSdes homofocaux et ellipsoKdes homothetiques. Ellip- 
soides limites. — On a ddja vu au numero 7 i« que la vitesse dr 
rotation doit croitre de Pdquateur au pole sur chaquc surface de 
niveau pour assurer l’eqiulibrc hydros tatique, an inoins dans le 
cas 011 les surfaces de niveau coincident avcc los surfaces rPegalr 
densilc et ou les surfaces sont de revolution. 

Pour la variation de la vitesse do rotation en profondeur nous 
disLingucrons deux groupes d* ellipsoidcs , sdpar^s par los < 1 1 1 i j )- 
soides homofocaux et les ellipsoidcs homotlidUqucs. 

Dans unc masse heldrogdsnc, ou les surfaces de niveau seraienl 
toutes homofocales, Paplalissemenl tendrait vers l’infini an centre. 
On peut admettro quo PaplalisscmenL no peut pas croitre plus 
vite de la surface au centre, cl quo c’esL uri cas limilc. Enl.ro les 
surfaces homofocales dies surfaces homothetiques, ou PaphiLis.se- 
inent sorait partoul le memo, on aura tin groupo d’ellipsoides ou 
Paplatisseinent ira en croissant de la surface au centre. Au-des.su us 
des ellipsoidcs homothdtiques on aura un autre groupe ou L’apla- 
tissement d< 5 croitra de la surface au centre. Dans le premier 
groupo. les rapport des axes an plus petit, cr et r, diminuonl. do la 
surface au centre. Ils sont nuls au centre pour les ellipsoidcs 
homofocaux. Ils sont constants pour les homotlidtiques. Ils 
augmenlent de la surface au centre pour l’autrc groupe. 

Si les surfaces sont homofocales, Pintdgralc dc la formule (72) 
osl nulle. Cetle formule dovionL ^ 


dfco 2 T> da 

UF— R dr' 


t. 

a 2 


( 74 ) 


cr = 
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Or, comrae a- dfjcrolt a parlir de la surface, on aura 



dr 


<0. 


La vilesse do rotation croil de la surface au centre. 

Pour les surfaces homothetiques on a dcr = o ot la formule (72) 
devieni 

(7fl) rfwg _ 'ml r°( aS t \ c k 

1 dr a 2 J r \a 2 -t-w c*-hu/r BD W 

Or In parenthesc est Loujours positive do o a r ei^-<;o. On 

a la memo conclusion. La vilesse croil encore de la surface au 
centre. II en sera it de meme pour tout le premier groupe situd 
on Ire It's deux. 


77. Conclusions. Loi de Clairaut gendralisee. — Considdrons 
maiuteuant le second groupe, en dessous dcs homolhdtiques. Les 
rapports des axes a el r ddoroissent du centre a la surface. On a 


Dans I’expressioii de la variation de (>)- sur le vnym vecleur 

/ _ /> do)’ „ th /*“ / x 2 Y 2 \ " <?? 

(7M ,lr ^ H i/r j («»•+•« c a H- it) rlH),,’ 


le premier lerme du second meinbre est posilif, le second au con- 
Lraire esl ndgntif, el rfw 2 pourraiL s’annuler. On anrail alors 


(77) 


u ih - __ w r°/ « a y u \ <j? 

dr a 2 ,/ a \ r/.‘- H- */. c a -h a / /•HD„ 


Or au vnisinage des ellipso'ides liomolhdliques, 011 a < o. 

D’uulrc part on a vu, d’npres la variation en latitude, cjue la vilesse 
sur une couolic doit loujours croilro du pdle & Pdqualeur. De plus 
pour I’dquilibre hydrodynamique, la vilesse de rotation doit e ire 
la memo a la inform distance do l’axe de rotation. Par consequent 
la vilesse de rotation doit loujours fore decroissante du centre a la 
surface, dans le cas on les surfaces de niveau coincident avec les 
surfaces d’dgale densite ot on Pensemble obdil aux lois de 1’ hydro- 
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dynamique. On a done encore dans ce cas ^ <oeL cettc expres- 
sion ne peut pas s’annuler. 

En Lout cas dans l’dquilibre relalif, avec relation en bloc, thy* = o 
nous aurions des figures voisines des ellipsoides, auxquelles les 
rdsultats s’appliquont pratiquement on premiere approximation. 
On aura done 


commc dans toutlo second groupe consid6r<$. Les aplalissemenls 
seront loujours croissants do la surface au cenLre. Ce sera uuc 
generalisation d’un theoreme de Clairaut , qui avait tfl6 olaldi 
seulemenl dans lc cas des faibles vilesses de rotation et des faibles 
aplatissemenls. 


78. Dans le mouvement permanent, si les surfaces de niveau 
coincident avec les surfaces d’egale densite, elles ne peuvent pas 
etre non plus ellipsoldales. Calculs de MM. Wavre et Dive. — 

C’est l’exlonsion du th^oreme de M. flamy (n° 73), au cas du 
mouvement permanent. G’est uncas plus gfoniral quo le procedonl, 
mais ou la variation de la vitesse de rotation &) est limilre par la 

1 . ()vi- 

relation — = o. 
f)z 

Or, dans ce cas du mouvemenL permanent, les surfaces doivenl 
£tre de revolution. On pent no considdrcr la valeur de o) quo sur 
l’ellipso ratiridienno et faire y — o pour .simplifier. On pourra 
ecrirc lYquation do [’ellipse, ou so Lrouvc le point considere ( io) 



Cette valour portee dans [’expression (a) qui donne u perinellra 
d’exprimer w a en fonction uniquement de y , cr ela? a . La liinite a peut 
sc romplacor par y, cm supposant la density nxpriineo on fond ion 
de cot axe. En devcloppanL alors hi valour de rn- (4») suivant les 
puissances succcssives do on aura unc expression de la forme 

OR i ““=/<>, 7)-+- Y)+ '^M a > Y) 

D’apres la condition =o, la vitesse w- doit elre uniquomcul 
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fonction do j?‘ j . II fauL done que toules les fonctions /, qui rdsultcnt 
d’intygrales de o a y et de y a i , soienl des constanles. Or la premiere 
fonction /(or, y) traduit la relation g^mjrale, qui donne le rapport 
cr des axes pour une couchc quelconque y. La seconde fonction 
/i(<r, y) dbnncrait une autre formula exprimant la mime rela- 
tion, etc., ce qui est impossible. 

On retrouvera l’cxprcssion correspondanl a (78) dans les calculs 
de seconde approximation de ma th£se et qui contient le premier 
ternie du ddvoloppement en (n°156). En y ajoulant la con- 
dition^ = 0, que j’ai ddmontrdc plus lard, on pourrail en lirer 
la memo conclusion. 


Remarque I. — O11 lie pout pas lirer dircctemenl de (63) la 
condilion^- = o; car dans cetle fonnule on considere un depla- 
(‘enient ds sm* une am die determiner , et le dz correspondanl. 


Remarque 1 f . — M . Dive dans sa these (n° 80) donne une demons- 
tration de ce ih^'oreme enparlant dela condilion — o. Comme 

cette condition est generate el doit so trouver realise*! eu chaque 
point, il en dMuil que Ton pent 6crire dans les memos conditions 


t)l r)'- 



<)- c*>- 

Os <)z (> ’ 


Oh')* _ 

Oz Os ~~ °* 


la derivation par rapport a s (Slant prise sur une surface de niveau, 
conunc an n° 73. Apres d’asscz longs calculs il retrouve done 
comme condilion cello qu’il a introduitc ci-dessus, e’est-a-dire 

= o, la fonnule (66) de sn these (Slant la mime que (56). Il 

retrouve done la condition (63) du n° 73 ci-dessus et la mime 
impossibility, les surfaces devraienl <Hrc a la fois homofocalcs et 
homollietiques. Il ne semble pas d’aillcurs que les derivations 
suivant s el s soienl ind^pendanles et puissenl s’mlervorlir, la 
variation suivant ,v <5lant liee a la surface d’^gale density, comme il 
est indiquy a la remarque I ci-dessus. 

M. Wavre a clemonlre que, vers le centre, les surfaces d’ygaie 
density coincident lou jours avecles surfaces de niveau a la limite. 
Pour rendre les calculs possibles, il a admis en outre que cette 

APPKI.L. — IV (2), 0 
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coincidence des surfaces pouvait sc Lrouver realistic sur la surface 
exterieure dans le cas de couches ellipsoidales el sans que la con- 
dition fui rdalisde. Mais il est facile de voir que si la coinci- 
dence est r6alis6e a la surface exterieure , ello doit lYlre dans toule 
la masse, jusqu’au centre, d’apres la loi de lYccroisscment depres- 
sion dp = gp dr . D’aillours si la condition de la demonstration Dive 
ci-dessus est r6alisee a la surface," ou hien la condition (Go), dies 
enLrainenl des conditions d’iaconipatibilite pour toute la masse, 
surfaces a la fois homofocales et homotlnHiques. Pans aucun 
cas, la surface exterieure de niveau lie pent &tre une surface 
cVegale densite , si elle est ellipsoidal <?, et r<ic f ipro(juemenl . 

A la suite des travaux de M. Wavre, M. Dive, dans sa these, avail 
fait copendant cette hypolhesc simplificalrico a la surface ot 
chorchd les lois de variation de co 2 , qui conservaienl, a l’iul&ricur, 
la forme ellipsoidale d’une couchc dYgale densite. 

Or admeLlre la coincidence des couches d’egale densite et dYgale 
pression, a la surface comme au centre, cYtait PadmeLlre parlout. 
On cotnprcnd done que M. Dive ait dti re Lrouver sim piemen L les 
rdsullats du second chapitre dc ma these, ou, a la suite de M. Ha my, 
j’avais fait la m£me hypolhesc de la coincidence des surfaces. Par 
malheur, ces calculs et lYsultals ferment plus de la moitid de la 
these de M. Dive. 

Remarque . — Onverra, au n" 1)7, quo ^expression est liullc 
on premiere approximation. On pourra done alors regard er la 
condition hydrodynamique ^ =r o, comme snlisfailo parlnut, a la 

scale condition que w 2 soil as sez petit. L’apppoximation depemlra 
seulement de e 2 , comme dans In cas de lYquilibre relatif, et 
Perreur sera completemeni negligeablo pour la Terre. On pourra 
done consid^rer les calculs fails dans l’liypo these de Olairaut, mi 
premiere et en seconde approximation, comme valables, pour des 
surinces ellipsoidales, en adinettanl. quo la vites.se de rotation varie 
dans des limil.es nssez largos, de I’ordre de sa propre grandeur. 
Nous aliens voir d'nillcurs que les couches .internes resiont sensi- 
blement ellipsoidales, pour n’ituporlu quelle vites.se de rotation. 
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79. Le Probleme pose. Sa solution. — On a vn Jans le premier 
fascicule Je cet ouvrage Involution complete d’une masse homo- 
gene, depuis la sphere, jusqu’a la figure (Fun disquo aplati. La 
figure d*<Sqiiilibre elait ellipsoidale ct delude rclativemcnt facile. 

Pour la masse hetorogenc, on a drimontre au chapitre prdctfdent 
quo la figure ne pout pas <*tre rigoureusement ellipsoidale, ce qui 
complique le probleme. J’avais d<Vpi pu montrer du rnoins dans mu 
these que la figure de la masse lu'iterogenc reste comprise entre cello 
do deux ellipsoides humogenes. Nous verrons de plus ici que cello 
figure resle sousiblemenl, ellipsoidale, eLque tous les culculs rela til’s 
aux ellipsoides pouvenl hii dire nppliquds, avec tine grande approxi- 
mation. 

On sail, qu’aux fa i Ides vitesses, cello de la Terre et des planetes, 
les surfaces tie niveau sont rigoureusement ellipsoidales, en 
premiere approximation. Nous verrons par tin dtWeloppoment 
analogue, pourlos tres grandes vitesses et les tres grands nplalisse- 
ments, les figures d^quilibre redevenir rigoureusement ellip- 
soidales. On pourra done ddvelopper a partir do la sphere, ou k 
purtir du disquo aplati, et raccorder les deux ddveloppeinents, en 
regardant loujours les figures comine ellipsoidales, ce qui rend 
possibles les cnlculs de tous les dldments que Yon ddsire connaitrc 
a une phase quelconque de Involution. 

Ou va dtablir d’nburd une generalisation remarquable des deux 
limit.es de Faplatissement donn6es par Glairaul dans le cas de 
fatbles vitesses de rotation. Ellcs seront resserrdes de plus en plus 
dans les chapitrcs suivanls. 
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80. Extension des deux limites de Clairaut, relatives a l’aplatis- 
:sement, & une masse h6t6rog , ene de vitesse quelconque. — Dans 
sa thdorie de la Figure de la Terre , Glairaul avail 6l.a bli deux 
limites fondam entitles de l’aplatissement, qui cHaienl comple- 
lement ind^pendantes de la loi des density a PinKirieur. En d6si~ 
.gnant par cp le rapporl de la force centrifuge a ^attraction, on 
devait avoir pour cet aplalissemenl e 


<0 “ ? < ^ < 7 

•* 4 


I 

a3o 


< e <w*' 


? = ■ 


co*R* 0)1 R 


i 

28S* 


La limite ^ cp ou •— correspondait a une masse homogene, la 

scconde ~cp ou correspondait a une masse complelement con- 

♦densde au centre. II monlrail que les niesures connnes alors 
n’elaient pas assez prdcises et ne cadraienl inline pas avec ccs 
limites, pourlant assez tHenducs. 

Ges limites sont 6videntes a premiere vue, car si l’on part de 
Pellipso’ide homogene et que l’on concentre d’une fagon quelconque 
ses diff^renles couches, jusqu’a la r6union de loute la masse au 
centre, on passera ndcessairement d’une fagon continue de la 

valeur i cp a la limite ~ cp, etl’aplatissement sera n6cessairement une 
‘2 4 

de ces valours intermediaires. 

Nous pouvons aller plus loin et pr£ciser quo la figure dVcjuilibre 
•d’une masse hdterogene sera toujours comprise enlre celle d’une 
.masse homogene, qui est un ellipsoi'de de revolution cl celle cor- 
respondant & une masse centrale, qui est appelee figure de Roche. 
En effet en concenlranl, comme ci-dessus, la masse homogene 
d’une facon quelconque, la surface £quipolenticlle, qu’esl la sur- 
face ext^rieui’e, passera elle aussi d’une fagon continue, de l’ellip- 
.-soide de revolution a la figure de Roche correspondanle. La figure 
d’dquilibre d’une masse hdtorogene sera toujours comprise enlre 
ces deux figures, bien denies. 

On peut d'ailleurs definir la valeur de cp pour les ellipsofdes 
Jtomogenes de revolution et montrer que son rapport avec l’apla- 
.tissemente varie tres pea quelle que soit la vitesse. En effet la vitesse 
-de rotation co est relive a la fonction l , et au rapport des axes de 
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I’cllipso'ide ( 1 ) par la relation 

. . oj- (3 - 4 - / 2 ) arc tang Z — 3/ J4 a* — c- 

,(i) = /a 5 z “ = — — 

Pour des valours tres pcliies de w ou de Z, on a Z‘ J = 2 <?, ei le 

8 

second membrc se r^duil & —e. Dans ce cas, Paltraclion F se 

id 

r6duit a |7r/p/', cl Ton a pour <p la valeur do la limite dc Clairaut 

<a) 


co 2 r 2 izfoh 3 . 4 

v “T B r7 B ; A = ^ 


; */p 


En (Scrivant la valour g£n6rale de F, on aura, 
g6n6rale de cp, 


__ co 2 r _ (3 -+- /*)arc tang ■ 3 1 
^ ~~ F “ (i -4- £*)arc tang / — l 


pour la valeur 


On voit facilement quo cello valeur est loujours croissante avec Z 
el raplalissemenl <?, depuis sa valeur initiate jusqu’a sa valeur 

finale i,pour Z infmi. On en conclut ce thdmreme Ires important 
*que, dans une masse homogene, la force centrifuge ne peut jamais 
-digaler l’atlraction, sauf quand la masse est completement aplalie 
-en un disquo. On verra qu’ou a le mdme lh<§oreme pour une masse 
h<H6rogcne quelconque. On ne peut pas admetlre le fracLionnemenl 
d’un asLre, el la formation des astres par simple accroissement de 
la rotation, a la suite de la contraction. 

A la limite d’aplatissement du disque on a done e = i et e = cp. 
Le rapport de Paplalissement e et cp reste done compris, pour une 
masse homogene, entre les limites assez dlroites, 




*<2 
5^ e 


<i. 


La variation de | n’estque de depuis la sphere, pour de ires 

faibles vitesscs, jusqu’au disque Ires aplati. G’cst un ph6nomene 
Ires remnrq uable, qui sera ires utile dans la suite. 


(>) Voir le fascicule de ce tome 4 du Traite de Mecanique rationnelle de 
iP. Appell, sur les Figures d'&quilibre d'une masse homoghie en rotation. 
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Dans le cas d’une masse complelement condensde, coniine nous 
allons le voir au numdro suivant, l’aplnlissGincnl est to uj ours <>gal 

a ? valeur qui se confond avec cello de Ciairaul 2 , quand 9 

est assez faible, c’est-a-dire quand la vitesse do rotation est petite. 

La figure d’une masse hdtdrogene quelconque eLant interme- 
diaire entre celle d’une masse homogene et cello d’une masse com- 
plelement condensde, son aplatissement a res ter a compris entre les 
limiles 


(3N 


e 5 


Dans la premiere formule, les deux termes dc gauche, en <p, 
reprdsentent les limiles d’une masse homogene, ccux dc droile 
reprdsenlent les limites de Faplaiissement d’une masse condensde. 

La seconde formule, absolument gdnerale, comprend pratiquc- 
mentles mdmes limites que celle de Clairaut (1). Le ddiiominaleur 
du premier terme varie seulcment de 2 a 3, Elie est applicable 
a une masse heterogene quelconque , de forme quelconque, 
ellipsoidale ou non, en toute approximation, dont la vitesse de 
rotation serait quelconque , et cela jusqu’au moment ou la force 
centrifuge dgaleraitl’altraclion al’equaleur, e’est-a-dire pour <p = 1 . 
Elle donnerait alors, pour la fonction */} de Radau, la limite ^ an 
lieu de 3 . 

Cette seconde formule et ses limites s’dlendraient encore au 
cas de vitesses internes variables suivant une loi quelconque. E11 
elTel, si ces vitesses croissent du centre a la surface, les aplatisse- 
ments ddcroissent davantage encore vers le centre. Les surfaces de 
niveau se rapprochent de la sphere. Lour action devient la menu; 
que si leur masse c Lai t au centre. Alors 1 : e se rapproche de la 
seconde limite. Dans le cas contraire, les aplatisseincnis tendraient 
a s’dgaliser, et Faplaiissement lendrail vers la mdme liinile que 
pour une masse homogene, qui est la premiere liinile. 


81 . La figure de Roche dans le cas d’une masse compldtemenfc 
concentree. — On suppose une masse m sensiblement rdnnie on 
un point, entourde d’une atmosphere dtendue, de masse ndgli- 
geable, le tout soumis a une vitesse de rotation a. Soil r le rayon 
vecteur d’un point debt surface extdrieure d’ordonnde x, I’axe Os 
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(Slant Faxe do rotation, la section mEridienne de la surface Equi- 
potenlielle, qui dEGnit la surface extErieure, sera donnEe par la 
formule 

(4 ) ~ 10 5 *+* f f j r* = a? a -+- z i . 

2 ’ r * c 


c dElinit le rayon polaire, pour x = o, r = c, et le second membre 
est la constanle relative a ceue surface. Les surfaces Equipoten- 
tielles internes seraicnt defmies par la m£me relation. 

En dEsignant par a le rayon equatorial, et faisant x=r = a 
dans ( 4 ), on obtiendra F expression de FapIaLissemenl 

, . CL — C I 0 I c 9 

( ’> 1 C = = 7 . — - = - 9 — > e — — 1 — • 

a 2 J m it •>. a 2 - 4-9 

Four les faibles vitesses, on a sensiblement c = a et e = -cp. 
c’esl la limite de Glairaut. 

Si Fnlmosphere, sans masse appreciable, s’Elendail Ires loin, la 
masse m et la rotation co Etanl donnees, on Lrouverait Lou jours line 
valour de a, ou Fon aurail cp — r . La force centrifuge Egalerait 
Fattraction a FEqualeur. Les particulcs resleraienl en Equilibrc a 
cette distance, et formcraient, dans le plan Equatorial un annoau 
analogue E Fanneau de Saturne. Lesaulres particulcs superGeielles 
glisseraient vers Fequaleur. La masse augmenterait de vitesse ense 
rcfroidissanl. et se contract ant et finalement toute la masse se 
lrouverait former un disque avec la masse m au centre, li* resle de 
la masse Etant nEgligeable. La vitesse de Louies les particulcs 
suivrait la troisiemeloi de KEpler. 

/Vu debut du phEnomene de la liberation des particulcs, comme 
a iFimporte quel moment ensuite, on a 9 = 1 el la formule (5) 
donne. pour le rapport des axes et Faplalissement, 


Le rayon Equatorial est Egal a une fois et demi le rayon polaire. 
Lc rapport de e sur cp, qui Etaiti au dEbut aux faibles vitesses, 
esl devenu | a la 6n, et a variE Egalement LrEs peu, de 


1 ^ e ^ 1 
3 < o < i’ 


2 <J< 3 . 


(V) 
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De m&me si Ton considere une masse m, dont Fatmosphere 
s’^tende a line distance a et quo sa rotation augmente, Faplalisse- 
r r 

ment passcode -9 t ^9, moment ou Fannenu commence a so 
former. 

La surface < 5 quipotenliellc exUirieure, pour une masse hdidrogene 
quclconque, sera comprise entre Fellipsoide homogene et la figure 
de Roche. Son rapport e : 9, sera compris entre lcs limiles de 

Clairaut, au debut, au voisinage dc la sphere, c’cst-a-dire entre i 

et f, 

4 


(?') 


i < 1 < 2. 

* <f> ^ 4 


A la fin, au voisinage du disque aplali, ou du moment ou la 
force centrifuge arrive a dgaler Fallraclion, formation de Fanneau, 

il sera compris entre -j valour pour la figure de Roche, et i valour 
pour Fellipsoide homogene 

</) i<5<>. , <;< 3 - 

Lc rapport de ces deux limiles est egal a 3. 11 (knit dgai a 2,5 au 
ddbut, aux faibles vitesses. 11 no vario done lui-meme quo du 
sixieme de sa valour. D’ailleurs la premiere limile passe d’uiir 

fagon continue de ~ a ~ cl la scconde de 2 a i , pre.sque limkinmient 

ou du moins suivantune parlie d’liyperbole (^quilal/u*ale d’sipres ( 5 ). 

Nous vojons a quel point deja la figure d’unc masse lidukogeno 
quelconque est rcnfermde entre des Unities asses et voiles du 
commencement a la fin do*son evolution, dans lc cas de Frtquilibre 
relatif, ou elle tourne cn bloc, comme un corps solido. 

Dc plus, comme cFapres la remarque du pnrngrnphe preei'*<lenl, 

le rapport 2 vario dans le nnhnc sens et sensiblerneul de la imbue 

grandeur, a i/6° pros, cl dc In nnhne fagon, dans les deux cas 
extremes, dc la masse homogcne et de la masse comphUemunl 
concentric, on pout en conclure, avoc une grande probability, 
qu’il on sera de memo pour une masse hekdrogenc quelcouque. La 
valour du rapport e : 9, entre 1 ct 5 / 4 , difiuira d'tmo fagon pro- 
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ciso la concentration de la matiere a rinttirieur. De plus sa valeur 
<Hant connue aux faibles vilesses de rotation comme pour.la Terre. 
Jupiter, Saturne, on peul en ddduire la variation probable de ce 
rapport au cours de Involution possible avec une premiere 
approximation tres approch^c. Pour la Terre la valeur do e : cp est 
actuellement 0,96. Si elle se contractait ind6finimcnt, ce rapport 
s’abaisserait a 0,75, au moment 011 la masse ^quatoriale conunen- 
cerait a former un anneau, courbe EF figure 1. 


Fig. 1. 



82 . Les figures de Roche sont sensiblement ellipsoiC dales, celles 

d y une masse h£t6rogene a plus forte raison. Impossibility d’un 

fractionnement. — La figure limile de Roche, a aplalissemenl 

. , 3 

maximum, cp = 1 , est attemte pour a = - c. Prenons le petit axe 

. 3 

pour unite c = 1 et a = » • L’cllipse mdridicnnc, ayant les monies 
dimensions, aura pour Equation 

(9) 7 X- ■+- z- — I = X* H- Z- = I -h - x-. 

9 9 


F Dans la figure de Roche, a la limile, on aura, d’apr&s la valour 
de cp donn^e par (4) et (5), 


(10) 


to 2 

Tfin 



- L x ' 1 
a 7 


to -a 3 



Ddsignons par i y, y cette valeur du rayon vecleur de la figure de 
Roche. Le rapport des carrds des rayons vecleurs des deux figures, 
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ellipse et figure de Roche, (9) et (10), sera 


(11) 


( 9 -t- 5 a;S )(27 — 4**)* J* ,, 

7* 7ZW ’ 7 - 1 ’ 00 ' 


Cetle expression 6gale a i pour # = o et # = sur les axes, a 


une valeur maximum pour x-= — • Elle donne alors pour le 
rapport des deux rayons ^7 = 1,06. 

Le rayon vecteur de Eellipsoide de revolution, qui enveloppe 



completcment la figure de Roche limite, ne ddpas.se coin i de cello 
figure que de 0,06, moins du dixi&me. Dans le cas In plus ddlavo- 
ruble, la figure de Roche est encore ell ipsoY dale a moins d'un 
dixieme pres . II en sera de memo, a plus forte raison, pour une 
masse hdldrogeno incomplelement oondensde. La figure a repni- 
sente la figure de Roche limite cn trails pie ins, cl la mdridienne 
de I’ellipsoxde voisin en trail poinl.il Id. 

Au lieu de prendre un cllipsoido qui enveloppe compUtmncnl 
la figure de Roche, si Ton en prond un autre qui coupe Idge- 
remont la pointe dqualoriale, en faisant a = i, 45 , par exemple, au 
lieu de i, 5 o, on rdduil l’dcarl maximum a 0,0/j. 

D’ailleurs, les calculs de seconde approximation (Chap* XII), 
nous montrerons que la depression, au-dessous de Lellipsoide, ne 
peut pas ddpasserS 111 , ce qui reprdsente seulomont i:a 000000’ 
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du rayon. Sur Jupiter, la depression serait encore infdrieure au 
millieme da rayon, avec un aplatissement 6gal a 1/12 0 . On peul 
dire quo praliqueinent, la surface d’une masse heterogene ne 
s'ccarlera jamais de plus du centieme du rayon vecteur de la 
figure ellipsoidale. 

[1 fa ut rcmarquer, en outre, que la figure de Roche esl toujours 
convexe, ne presente pas de point, d’inflexion, par consequent, 
qu 'elle ne se creuse pas , et que nulle part il ne peut s’ amor cor un 
fractionnement. On a vu qu’il en iHait de na^ine pour la fameuse 
figure piriforme d’une masse homogene. La figure de Roche est 
un ellipsoide Ugerement aplati entre les pdles et Vequateur , 

cet aplatissement dtant inf<$rieiir a 0,06 = II en sera de meme 

pour une masse h6t6rogene. Ce n’est la, d’ailleurs, pas autre 
chose quo la deformation, qui correspond a la premiere figure de 
bifurcation dans les ellipsoides de revolution ou de Maclaurin 
( voir premier fascicule, n° 80, remarque III). Le probleme des 
figures de bifurcation se trouve done par la me;me resolu. 


83. Les deux figures limites entre lesquelles la masse h6t6ro- 
gene reste comprise. — La formula (i)' donne la relation entre la 
forme dY'quilibre de I’ellipsoide homogene et sa vitesse de 
rotation, h riant une function de l et des axes. En introduisant la 
masse, on ohtient la formule 


< 12 ) 


CO* = 


3 fm 

2 <7 :i 


h i h- l-j 


4 , 4 * s 

" 1= 3^ C = fP^ 


L’expression Ay/i-f-f* est toujours croissante avec l ou avec 
[’aplatissement. Sa valeur est £gale a — € pour les faibles vitesses, 
1 1 j pour les grandes vitesses de rotation a la limite du disque aplati. 

Pour une masse qui se contracte, le moment de rotation wl doit 
rester constant. Son carr6 est £gal a ea 2 ! 2 , et Ton a, pour un ellip- 
soide homogene, 

(i3) to 2 1 2 = ni\ fmah \Jx -h / 2 , I=“/??a 2 . 


L’expression ah\/i-+-lr est done une constante et permet de 
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determiner lavaleur du grand axo a on foncLion do Paplutissemont 
et riciproquement. ( Voir fascicule 1 do ce Lome IV, n° 23 bis.) 

Pour la figure limite de Roche, an moment ou la force coulri- 
fuge ignle l’attraction, la formulc ( 5 ) pourra s’icrire 


04 ) 


„ -/» a — c 

0 * = 2 /— ■ 

* a J c 


Au 111037 e n des formules ci-dessus, nous pouvons pom\suivre 
Pivolulion d’une masse denude m et determiner sa grandeur el, sa 
forme 5 . chaque instant. Pour la masse supposed homogmm, la 
formule (i 3 ) permet de determiner Paplatissemcnt correspondant 
au ra} r on equatorial a, et riciproquement. La formule (12) doune 
alors la vitesse de rotation correspondante. 

Pour la masse completemcnt concentric, cjui no possede pas do 
moment d’inertie ni de moment de rotation difini, nous n'uvous 
pas de formule analogue a ( 1 3 ), mais nous prendrons la memo 
masse zn, dont Patmospherc possede le memo rayon iqualorial a, 
la mime vitesse de roLation o>. Alors ( 1 4 ) nous permet de calouler 
le c de la figure de Roche correspondant. Nous avons tons Ies 
ilimenls des deux figures limites ent.re lesqucdles la figure de la 
masse hitirogenc est certainement comprise. 

En mettant dans le premier memhre les ilimcnts communs au\ 
deux masses, (12) et (14 ) pourront s’icrire 


(i5) 


fm 


= - h 1 + = 2 - 


Au moment ou la force centrifuge egnlo 1’al traction, pour la 
masse completement concontree, le deruior membra de (i.‘>) est 
dgal k 1 d’apres (6). II en esl de mime du second, ce ijui domic 

l 3 = 7,90 et 2- =2,98, pour Ies rapports des axes de Pellipsoidc 

homogine correspondant, cn calculant h \J~\ -f- /' J pur approxi- 
mations successives. Le petit axe est done le i/.'i du grand axe. 
L aplatissement est le double do cclui dc la masse compleiomeiit. 

concentric, ou c est deux fois plus grand, c=2«. I/apInti.s- 

sement d une masse liitiroginc cjuolconqiie sera compris eni.ro 
les deux. 

ticrivons done la secondo iquation (i5) au moment ou so forme 
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Pannoau de la masse concentre, el multiplions les deux lormes 
par a, on dtfsignant, dans le second membre, celui de la figure 
de Roche lirnitc par a' 0 , 

3 3 

(16 ) - h \! i -h l- = i , ~ ah \j i h- l ’ 2 = a' 0 . 

La masse hoinogene va continuer de se condenser, 1 * expression 
ah \J i + l' 1 reslant consume. Finalemenl, quand la masse prend 
la forme d’un disque aplali, l lend vers l’infini, avec c = o r 

et h\J i + l' 1 dcvient 6gal a d’apres (i )'. Appelons a {) le rayon 
limito (In disque de la masse homogene, on aura 

3E < '} i in. i 

“ — flf(, = Ct ^ rt u* 

Une masse hoinogene on rotation, qui se condense, aboulit dene 
finalemenl a un disque aplati, dont le rayon est un peu moins de 
In mo i lie de celui (rune masse heUrogene supposfo Ires conccnlree. 
Une masse h£l6rogenc quelconque aboulira finalemenl a un disque 
intermedia ire. 

Pour les faibles vi tosses de rotation, on avail. 

U7 ) ah v/i -h l 1 = “t ae = ^ a <?, 


d’apres ce que nous avons vu plus haul. Le premier membre resle 
constant, d’apres (i3) et devient 6gal a a la limite du disque. 
On aura done 


a et 9 <Hanl les valours actuelles du grand axe de la Terre supposee 
homogene. 

A la limile de contraction, le rayon dc la Terre homogene 
serait ( 58 o fois plus petit, soil g kin ,7* La vitessc de rotation 
varicrait on raison inverse de a 2 . Elle serait 462000 fois plus 
grande qu’acluellement. Le disque ferait 5,35 tours/sec. 

Le rayon limite de la figure de Roche a’ Q serait (5gal a 22 kI \2, et 
celui do la Terre h6l6rogene serait compris enlre ce nombre el 9,7. 



94 FIGURES D’jiQUILIBRE D’UNE MASSE HETEROG&NE EN ROTATION. 

84 . Comparaison des figures liruites aux faibles vitesses et faibles 
aplatissements. Loi de la Constance de la difference des axes. — 

— La quantity du premier membra de (17), proportionnelle an 
moment de rotation, resle conslanle clans la contraction d’un 
aslre. Done ianlque e est assez faiblc pour qu’on puissc nigliger e 2 , 
la quantile^ ae on a — c, cst consLante. La difference du rayon 
equatorial et du rayon polaire resle conslanle , an dibul de la 
contraction, dans unc masse homogdne. 

II en sera de mime pour la figure de Roche, car (t 5 ) donnera 

en multipliant par a, et ddveloppant 

(17/ ah y/i -+- l~ = | ^ {a — - c) = | (a — c) ( 1 -h e . . . ); 

en nigligeant e , on a encore a — c scnsihlomcul constant. D’npres 
les valeurs de cp et a pour la Terre, on trouvo «7 km ,7 comme diffi- 
rence des rayons, si elle dlait homogenc. En rdalite la difference 
est de 2i km . Dans le cas d’une concentration Lolale, la comparaison 
de (17) cL (17/ donne io km ,3 pour la difference mix faibles 
vitesses. La valour ricllo est bicn enl.re les deux limil.es. 

Ala limite de Roche ces differences seraient encore de i4 km .S 
pour la masse homogene, de 7 k,n ,4 pour la masse concentric 
et 1 i km ,2 pour la Terre, en admettanl le mime rtcarl. La difference 
des axes aura it seulement diminui dc moilid. 

On pout admetlre alors quo le rapport des axes el. des diiTircuccs 
d’axes, restc le memo pour une masse hiHcrogcnc queleouqua el la 
masse homogene corrcspondanle, on trouve alors que le rayon 
limite du disque serait de i2 kn, ,7 pour la Terre. M est remarquable 
que la difference des axes de la Torre no variernit (|ue de iS k, % an 
cours do son dvolulion, jusquhi sn contraction thdorique maximum 
du disque aplati, avec un rayon pres do 200 fois plus petit. (Test 
une loi des, plus precises de Involution do la figure do la Terre on 
des plane Les. 

85 . Masse hetirogene limitee entre deux ellipsoSCdes homogines. 

— Nous verrons. au chapitresuivant, quo la vitosse de rotation d’une 
masse hdtdrogene, en dquilibre rclalif, restc loujours comprise 
entre celle de deux ellipsoides homogenes de density D el p 0 , den- 
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siltS moyenne cl dcnsild cenlralc de la masse h< 5 t 6 rogene. Cola 
roviciit a dire quo colic vilosse csl comprise enlre les limiles 


(18) 


I)// 


10 “ 


°i\lh 


h (Slant donne par la formula (i)'. 

En introduisant la masse, par la memo formule que dans (12) on 
pourra 6crire 


(19) 


h \]i -1- I - < 


2 

3 fm 


p« 

D 


h s/i -hi 1 


ou encore 
(20 ) 


3 / m 

2 to 3 


h 


V/ l -h /- 


a '-' 1 


pj 3 
X) 2 




en dtfsignant par a 0 le grand axe de la m£me masse homogene, 
ayant la inline vitesse de rolution, on aura, d ’a pres (12), 

(21 ) aj| < « 3 < a n <a<a {) 

Le grand axe d’une massif holerogene sera ton jours compris 
entre cos deux limiles. Pour la Terre, I) = 0,0 el p„ — - 10 environ, 
d’apres la loi des dcnsilcs de Itoclie. La derniere limile sera <*gale 
a 1,22 On aura done la forme el les dimensions (Pune masse 
helerogone analogue, dritenninees a un quarL pres. Le rayon du 
disque aplali limile scrail compris enlre 9,7 el 1 limiles ires 

rosscrr<'*es. 

La formule (19) permel dgalemenl de ddfinir Taplatissemenl 
de la masse heOrogene el sa variation enlre deux limiles. 
Commo h\J 1 ~h /- varie loujours dans le memo sens, cn dtisignunl 
par l’ et h l les valours relatives a la masse li 6 t< 5 rogene, on pourra 
tferire 

( aa ) h \J7TT* < //■' \/TT~r- < L“ h ^ 1 - 1 - l \ 

ou encore, commo h\] i+ 1 ‘ ost loujours croissant avec l, 



l < l’ < a l. 

86. D6veloppement des formules pour les figures tr£s aplaties. — 
Nous avons vu au chapitre prudent ( 5 o) que la vitesse de rotation 
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pouvait s’exprimer par la formule 


( 23 ) 


to 2 


P-ffR, 


<7 


C . 

a- 9 


nous verrons au chapitrc suivant, que 1 on n, dans le cas drs 
ellipsoides de revolution, 


04 ) 


p = £ ^ir*( ai ' clan g x -7qrvi)' / ? 

l ~S~ ( arctaug 1 ~ TTT*) dp - 


R est donne par une formule analogue, qui nous est inutile, carH 
etant multiplies par <r, ce terme sera au rnoins du second ordre el 
negligeable, dans le cas des figures tres aplaties oii c esl. ires p<‘l il. 
On aura done fmalement une expression, nu la force cen- 
trifuge a)- a, sera parLout egale & TattracUon sir f Pa. Ce sera le 
cas limite du disque aplati. On fera le ddveloppemonl. par rap- 
port aux puissances de ^ > ou c tend vers zero. La formule d<* 

c- 

premiere approximation, en negligeant supposem done relic 
<$galite de la force centrifuge et de ^attraction. 

On aura successivement 


X 2 = 


« 3 — e* 
c 3 5 


— c- c- 

= = X s — ; 

c'--+-u c.--\-ir 


u est ddfini par (2) du chapitrc pr^eddent 

, j in 1 t: 1 

arc tang / = arc cotang-. = arciang-. — ■■ 

l a l :* / 

(25) P= f" ( r i f - a ,/ P h~ f % (* * - ,^E±^ 
,/j \2 a a 2 / \2 a a* 


,/p. 


En rdunissant les deux premiers tonnes sous In memo integral* 
c- 


et ndgligeant — j on aura 


(26) 


to 2 je r c , u a . 

rr,—,X s*rv. ,7'''- 


Le premier terme du second m ombre est unc cons tunic, qui 
defmit la vitesse de rotation g ) 0 au centre. 
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87 . Les figures redeviennent rigoureusement ellipsoidales , 
pour les figures tres aplaties et les grandes vitesses, comme pour 
les faibles vitesses. — La scconde integrate do (26) depend do 
la position du point consider^, par la limite oc de Pinltfgrale et 
par Ic parametre u defini par liquation (2) du chapitre pre- 
cedent. La valour de a. defmil 1 c rayon equatorial do la couclie 
sur lnqncllc sc trouve Ic point, et u depend de ses coordonnees 
y, z. Cette seeonde integrate definit done la vitesse de rotation en 
chaquc point, pour que les surfaces de niveau soient rigoureu- 
sement ellipsoidales et coincident avec les surfaces dtegale densite, 
d’apres les calculs du n° 86. 

Galculons cetlc valeur de co 2 , sur l’axe de rotation. D’apres la 
formulc (2) du Chapitre VI, on aura sur cetaxe = o et z-= c-- f- u . 
La forinule (26) devient 



Or y (Slant le petit axe de la surface, ou se trouve le point 
considere de vitesse co, on a z < y, et 1* integralo est un inliniment 

petit du second ordre en - ~ ou negligeable par lnpolhose, 

dans la premiere approximation. 

En premiere approximation, la vitesse de rotation ne depend 
done pas do la composante z suivant I’axe de rolation. On a done 
alors ^ = 0. G’est preciscment la condition liydrodynamique 
necessaire el suffisante pour que, dans le mouvement permanent les 
surfaces de niveau coincident avec les surfaces d’egale densil£ (n° 48 ). 
Les surfaces ellipsoidales reinplissent done toutes les conditions 
pour etre surfaces de niveau et dtequilibre, au voisinage de la 
figure du disque aplali. pour les grandes vitesses de w et les grands 
aplatissemcnls. 

Glairanl, puis Laplace, avaient d6ja ^Labli que pour une masse 
het6rogene, lournant lenlcment, et voisine de la sphere, les 
surfaces de niveau, cn premiere approximation, devaient etre des 
ellipsoid es legerement aplalis. Ce sont encore des ellipsoides, mais 
Ires aplatis a I’autre bout de Involution. Dans l’intervalle la figure 
ne steloigne pas d’un centime de celle de l’ellipsoide. 

On pourra done faire les calculs complels pour ltetude de la 

APPHLL. — IV (2). 7 
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figure de la masse hdtdrogdnc, au inoycn des ellipsoides mi parlant 
des deux exLrdmitds, la sphere el le disque aplati, el en les raccor- 
dant au milieu. Le point de raccord sera prdcisemenl. la figure 
limite de Roclie, ou l’aplalissemenl e 1 en parianl de la sphere, 
serait compris enlre i et comuie on I’a vu au n° 81 , alors que 

le rapport des axes ~ i pris covnnic parametre, on pa riant du disque 
aplati, serait 6galement compris entre les rnemes Iimiles. 


88. Variation de la vitesse de rotation du centre k la surface. — 
II suffit done de considerer cello variation sur l’dquatour. On aura, 
avec z = o 

( 28 ) = 1 , c- h- // =s .r* — a- - 4 - c- = 00- — ft-. 

ft- it 7 


La deruiere valour est obtenue en negligennt c- devnnt. a' 1 , e'est- 
a-dire un terme du second ordre. E11 remplaeanl dp par sa valour 

en fonction de a, c’esl-a-diro ~ da ou p' dx, on aura 



La vitesse de rolalion esi hien uniquemenl fonction de la 
distance oc a Y axe de rotation (formulc du n° 48 ). 

Le second terme est loujours ndgnlif. La vitesse de rotation doit 
to 11 jours elre d6croissante du centre a la surface, 011 elle sera 
minimum. 

La for mule (29) donnera done la valeur linale i\o la vitesse de 
rotation des diffdrentes couches, quand la masse sera reduite a un 
disque aplati. Elle sera encore vraie pour IVjquilihre final, memo 
si la masse continuait a tourner en hloc jusqu’ou moment ou 
la vitesse snperficiellc o>, permettrait a la premiere coudio de 
res ter en dquilibre. en rialisant I’dgalild de la force centrifuge el. 
de 1 attraction, 6 galit <5 qui serait nialisiie successivomeul par les 
a litres couches dont la vitesse de rotation eontiuiieraita augmenter 
par la contraction. 


89 . Application de la loi des density de Roche. ~ Pour nous 
rendre comple pratiquement de la relation inlroduile par (29) 
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entre la vitesse do rotation o> el Taplatissement d^lin 
faul inlroduire une loi de density domnte, qui permelli 
les cnlculs plus loin. La loi la plus simple est la loi de i\ 

(30) p= po(i— </p = da- — 2kf> 0 ~da, 

ou p 0 osl la dcnsile conlrale, k *< i im coefficient constant, le 
rayon equatorial. Dans la premiere integrate de (2(5) en r/p, limite 
de oil i, il faul avoir soin d’ajouler la constanlc relative a l'ellip- 
so'ide de surface, uiclhode do \f. Hamy (n° 65). On aura 

/«)- r, I c\ ~kpa C X i 4 k pu C ' — 7, n # 

( 3 1 ) 7= -(“I Pi H rr~ / cda / a- -da. 

a-./ «Wi "T ./ 0 - ; o " 

Prcnons mainlenant pour In variation^ des couches interioures 
une formnle analogue a cello de Roche, - <'‘tanl dgaleinent croissant 

<-> 

La premiere integrate, avee le ferine ron.stanl, nous donnera la 
vilesse de rotation centra le 


i X\ > 




liUiigrons <lo menu* It; lerme eu s clans (27), on aura 

rvi — = - />p " (~\ ( 1 - 

O'') an/ an/ 3 1 — 3 «? / «? 

coin me 3 esl ilc I’ordre <le c, le dernier lerme cst bien de I'ordre 
(3); “ ucgligcahlc. 

Pour inf/'grer la seconde integrate de ( 3 i) on pose 

— = si n 0, dx 2 — a' 1 = x cos 0, da = x cos 0 . c/0. 

x 

I 7 inL 6 gralc dcvienl 

- (£)./“•" ( I_/ ‘ ' 5 sin! °) rf 0 = T" 2 ("t)„( I ~ T 5 )- 
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Finalement on aura pour la vitesse do rotation 

kk' 


2(1 — k') 2 

k ( . x 2 




<*> w- SUM 

Cl)- JC / c\ f r 

as/ ~ 2 \a/a P " L 1 2(1 — V) } 4 «‘f 
A la surface, elle deviendra 


Si les surfaces de niveau (Haient homo thetiq ties, on aura it k f — <> 
et 1 — $A‘ pour la parenlhdse. II fnudrait que le paramolre do la 

loi des densites soit < * * Pour la Terre il esl voisin de - • 

2 , 4 

Pour que ooj, soit posilif, il faudra la condition enlro les deux 
parametres des densitds et des aplalissements k* <L ^ 

<: 1 * 


90. Introduction de la masse dans les formules. — Eu ddsi- 
gnant par D la density moyenne de la masse htkfirogene, on 
pourra 6crire 

(37) m = '1 xa^CiX) — I* (— \ D. 

d 1 \aj 1 


Eu poriant cette valour dans (36) on aura 


(38) 


3 7U fm po / .2 — k'\ 


Or d’apres (ao), et la valour limilo de h \i i -f~ l 1 = on aurail. , 

pour Ie rayon li mite a 0 d ? ime masse liomogenc m nynnl. la mdme 
vilesse de rotation 6)j, que nol.ro masse hdLdrogenc 


(39) 


3 7u fm 

~ "wf 


Et la formule (38) nous donnerail le rayon limite du disquo 
hdtdrogene, ayant cette limite de rotation &>,, 


(4o) 


i- 

— ®U Q l 


— k 



cette formule nous donne bicn une valeur comprise enlre les deux 
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I i miles indiqu(';es par (21), lu parenlliese (Haul plus peLile quo i. 
Le ray on limile du disque quo deviendrail la Terre a son maximum 
de concentration se rfthiirait a une longueur tres voisinc de io k,n . 

Remarque. — Go sonl; la evidemmenl des vues puremenl ihoo- 
riques, car on arriverait avec de pareilles condensations a des 
dens it es enormes . Cepcndant des astronomes cl des profcsseurs 
d’aslronomic des plus illustres, pour jus lifter ccrlaines hypotheses, 
n’ont pas crainl; d’altribuor de pareilles densil.es a ccrlaines eloiles, 
commo le compagnon dc Sirius. Cos densilAs mix chiifres vraimenl 
« aslronomiques » ont d’ailleurs « legitimises » par de savants 
calculs llnSoriques, niais Ires hypollukiques, cl « vt*rifi< 5 es » meme 
par des observations ultra-ddlicaics el forterncnl disculees. II elaii 
inl/‘ressant de les euvisager aussi pour la Terre. 




■ o.\ • 

Vv V* ** 


1 8 R A R Y 


o,\ 

,-n 






CHAPITRE VIII. 

ELLIPSOIDES DE REVOLUTION 1IOMOFOCAUX ET HOMOTi-lfilTJQUES. 
LIMITATION D’UNE MASSE HETEROGENE 
PAR DEUX ELLIPSOIDES IIOMOGftNES. 


91. Objet du Cbapitre et resultats. — M. Hamy, apres avoir 
ddmontrd dans sa these qu’uno masse hdldrogene, en equilibre 
relatif, ne pouvait pas prendre uno forme rigoureusement cllipsoi'- 
dale, avail pensd qu’clle le pouvait dans le cas d’un niuuvem(*iil 
permanent, avec vitesses de rolation variable. II avail alors fail 
l’dtude d’une masse heldrogenc dans l’hypolhese oil les surfaces 
de niveau seraicnt homofocales. 

Apres avoir repris et dlendu la demonstration de M. llaniy, 
j’avais fail dgalement Fdtude d’une masse hdldrogene, avec surfaces 
de niveau homolhdtiques, relict les vitesses aux aplatissemenls, el 
monlrd que la figure, non ollipsoidale, de la masse hdldrogene 
restait comprise eutre deux ellipsoides homogenes. 

Cependant In demonstration de M. Hamy, sur rimpossibilild 
des surfaces ellipsoidales, nyant did dl, endue au mouvemenl. per- 
manent, ou les surfaces de niveau coincident avec les surfaces 
d’dgale densild, comme on Pa vu n" 78, ces demons! ral ions ne 
prdsentaient. plus la mdme rigueur. 

Ges questions des ellipsoides homofocaux el homothuliques. 
qui ne formaienl qu’un cbapitre secondaire des dieses de M. llaniy 
et Veronnel, onL did reprises comme sujet principal <le sa these 
parM. Dive, qui a ulilisd les Lrnvaux el form ulus de IW. Wavro. 
Ils ont considdrd tons deux le second cas du mou Yemeni penna- 
nenl, celui oii Pacceldration nc ddrive pas dhinc fonelioii, el mi 
les surfaces de niveau ne coincident pas avec les surfaces d’dgale 
densite. Mais pour rendre le calcul possible, ils ont admis qu’ii In 
superficie du moins, la surface de niveau dtail aussi une surface 
d’egale densite. Nous avons vu, n° 78, quo dans ce cas, loutes les 
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surfaces do niveau el, d’egale density coincident. On relombe sur 
le c«s precedent eL naturellcmenl M. Dive ne fail que retrouver 
les resultuls do MM. Ilainy et V^ronnet pour les surfaces homofo- 
cales et lioinotlnHiques. 

Nous avons vu dans le chapilre precedent, que, dans l’equilibre 
rclntif, les surfaces do niveau d’unc masse heterogene restaienl 
sensiblenient ellipsoi'dales, et inline rigoureusement ellipsoidales, 
a la limilc d’nplalissoment, dans le mouvement permanent avec 
vi tosses variables. On peut alors conserver ces calculs el lours 
rdsultals, sur les surfaces do niveau homofocales et homollnkiques 
a Litre d ? indication et do premiere approximation, deja ires 
approcliee, a moins du dixieme pour la forme. 

On verra do meme comment, on dleudauL la discussion au cas du 
moment do rotation constant dans la contraction coniine an cas 
oii la densile reslerait conslante, on peut elendre a la masse 
heU'u'Ogcne tons les resultals clablis pour une masse homogeno, 
dans le premier fascicule do cel Ouvrage, n w 23 bis. 


1)2. Formules de Pattraction d’un ellipsoide de revolution sur 
un point exterieur. — Nous pourrions partir drs formules etablies 
an Chapilre VI eL les integral*. II est pn'd’iirable de partir direc- 
lernenl des formules relatives mix ellipsoides homogenes. Dans le 
premii‘r fascicule de ce volume nous n’avons traild que le cas du 
point interieur a un ellipsoide homogene. II fan! ici elendre les 
formules an cas du point exterieur. 

Nous avons vu au Chapilre VI {’expression du polemic! d’un 
ellipsoide homogdne sur un point jj, y ) z exterieur ( 1 ) ou inl<$- 
rieur (3). On eu a dtfduil Pcxpression des composantes de la 
force X., V, Vj dans les deux cas. (5) et (6). Nous remplacerons ici 
la variable X par £ pour 6viter des confusions, on a. pour Paction 
des couches inlerieurcs a cello du point considtirti, pour lesquelles 
ct* point est exterieur 


(1) 


P <f - — ^ — zxfabcpj' 




(«*-+- E)V^9^) 


La liniile u (Hunt Loujours la racine positive de liquation 


(a) 




__2S_ 

1) 2 -+■ u 


5* _ 

O' ■+■ u ~~ * 


a- -h it 
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Pour un point inldrieur on a la memo expression ou u est rem- 
plac6 par o, comine limite de Pinlegrale. Pour les autres compo- 
santes de la force on remplacc a par b ou c dans Fintdgrale. 

Pour les ellipsoides de revolution on fait b — a, on a Q = P, 
les deux composantes seront d’apres ( 2 ) 


( 3 .) 

( 4 ) 


P, 

2 7C/p 

2 w/p 


a^r 

J u 
a>c f 

Jit 




= 2« 2 

= 2 a 2 c 


<*(^-4- A'*)’ 


La forme en £, rendue rationnelle, est obtenue en posant. 
(5) c 2 + £ = £ 2 , a*H-5 = <a-Ha*— c 2 = 


On a imrn6diatement pour la deuxieme integrale, dans (4) 

(6; - £ (7 + i arc tan & {f, “ js (7 - i arc tai, s 7) * 

en tenant compte de ce que 

n t k 

— — arc tang j = — arc Lung-- • 


Nous posons encore 
(1) = 



a 2 — c* 
c- -f- a 


;* 2 , 


c- - 


Jfc* = 1 -hX 2 


a* 

c‘- 


) 


expressions qui d^finissent l et 1. Dans le cas du point extdrieur, 
nous devons faire, pour la limite infiJrieure de l’inlcgrule 

£ = U, t=\/c i -hU=y 


Laparenth6se du second meinbre de (6) devient ^ (l — arc langZ). 
On obtient encore 

(8) a“-c = c 5 (i -+- X ! ), A-a _ C 3 X», ~ = 1 ±H . 

/i’’ A 3 

L’expression (4) devient finalement, pour un point exKirieur, 


R. 

4*/p 


i-+- X s 
X'-' 


(/ — arc tang/). 


(9) 
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Pour un point intdricur on a u = o, c’est-^-dire / = X, ce qui 
donnc pour R; la rueme formule, ou / est remplac^ par X. CFest la 
formula oblenue dans la premiere pai'tie pour les cllipso’ides 
homo genes. 

Pour rdsoudre Finl^grale (3), considerons ^expression suivanta, 
inl6gr<$c par parties 


r dt _ t r 2 t*dt t r 2 dt r 
J V- 4- k- ~ t'- -+- k- H ',/ (F+¥)i ~ r- -+- /c- + ./ r :- -+- k* J i 


2 A 2 dt 
(&+**)*' 


La derniere integrate esl celie quc nous cherchons. Les deux 
a litres se reLrancheut ctdonnentare tang j* En prenanl les limites, 
et inversant arc tang com me ci-dessus (6), on a 

dt i k t 


,a +r -A 


A 2 ) 2 A 

En introduisanl / et X il vienl 

A 2 ( i - 4 - / 2 t 


= * ftrc tsn|?7- ir ^- 


/* + A- - 


/- 


A 2 


D’ou, pour mi point exhVieur, 
P,. I - 4 - A 2 


( I<>) 


2 7 (C/p 


(arc -7^-p)' 


Pour un point inlorieur, on fail X, et Ton retro uve Pexpres- 
sion coimue pour les ellipsoides homogenes do revolution. 


93. Formules de ^attraction d’un ellipsoid© heterogfcne sur un 
de ses points. — L’aetion d’une couclie ellipsoidale dlementaire 
de densitd p s’ohlienten differenlianl ces expressions, l ct X plant 
fone lions de a et c ) 1c petit axe, Faxc de rotation, Faxe des z, 
dtant c 


dP t; 

_ d l + xt 
- d 

^arc taug/ — 

1 \ 

2 Jt/p 


i -+- iy 

d P, 

- d l+X * l 

arc tangX — 

S, 

x ) 

2 7u/p 

~ a X* 1 

1 -h X’V 


et les expressions analogues pour R ff et R t *. 

Pour avoir Faction totale on int^grera pour toutes les couches 
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de density p, du centre a la couehe sur laquelle est silut'* le point 
y, z , de rayon yccteur r, Le poinl est extcirieur a cos couches et il 
faudra prendre les dP e et rfR,.. Puis on intdgrcra de r a la surface 
cxterieure, rayon vecteur r { , ct l’on prendrn nlors rfP,- et rfli/. On 
aura finale in ent 

(">' if 7 ( arc taug * “ IT*) 

-t-jT p rfl: xr-( a '' ctan g x — rqr^) > 

(i3) P (* — arc tang-Z)-H jf P d 1 (a — arc 


Dans la melhode de M. Hamy, Chapilre VI, n° 0,'i, on cuusi- 
dere Faction d’ellipsoides pleins, do density rfp. On commence par 
Fellipsoide cxtdricur de density d ’elements el r,, puis par 
les cllipsoidos. omboitds jusqu’en /*, avec les P,* et 1 \ / , enlin on 
integre de r an centre, en prenanl les P f; et R,. 


(i<) 


dp 


£f‘X, 

^ I H- A~ . - » , x , C ^ “ / / 

l5) 477 ^J r 


arc lang /) //p. 


L’ellipsoide superficiel de density p, csi coinpris dans !a pre- 
miere intdgrale, pour no pas oompliquer Foeril me. 11 donnerail, 
un terine 6gal a 


1 ■+• ^7 

V 


■*?/ , , h \ 1 - 4 -X? 

a- 1 * (a™ taugXi — ^ ^ pi et arc langX 1 )p 1 . 


Remarque. — En integrant par parlies les formulas de la pre- 
miere mdthodc ( 1 a ) cL ( k 3 ) on obtiendra ces d urn tores ( 1 \ ) el ( 1 ;> ). 
En elfet les integrates sernient bien cellos de (if) et (i5 ). Do plus, 
pour les lermes tout inldgrds, on a, pour la premiere formula (r a) 
par exemple 


I 4 - X s / 

1 ) 

r 

+ 

0 1 /. 11T rnn „, 7 * \ 

r ^ 3 1 unj v 

1-4 hi*) 

0 

|p v 8 mv 
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qui so reduit an terme relatif a la limite /%. En cffet au centre, 
limite o, on a a = c = o et l—o d'apres (7), car c 3 +w^o 
d’apres (a). Le premier terme est nul pour la limite o. Pour la 
limite commune r on a Z = X, car les deux valeurs se confondent 
et les deux lermes se ddtruisent. II reste seulement le terme en j\|, 
quo nous convcnons d’inclurc dans la premiere integrate. 


!H. Formules de la vitesse de rotation en un point. — La con- 
dition quo la force soit normale aux surfaces de niveau n° 36 se 
rdduit ici a une seule Aquation 


(i«) ** 




2l L -y R 

a 2 .3 1 -+- Xp } 


Xf. (Slant la valour de X sur la couclie relative an point .r, y, z , rayon 
vecteur r. Le terme 1 ~jj - m est cormmin dans les inlAgrales de P 

et 11 dans (i.f) et (i;>). En Acrivanl. le second membre de w 2 , la 
somme dos tonnes de la parciilli6.se on l des secondes intAgrales 
de P et R domic 


(17 » 


( arc tan«;7 ( / — arc- tans 

I -+- l ’ 1 J l - 4 - hp n 

;* + x 2 , / it 

= 7+Tf. arc lu, ‘" ~ TTT- ~ TTTf. * 


/ I 


On remplarera l par X dans (17) pour avoir le terme correspon- 
dent. aux premieres inlAgrales, prises de r, ou 1 a r. On a finale- 
mcnt 


08) 


(i) 2 

2 7 C f 


c r , + A 2 /3 -h Xj? 
- J xa Vih-X 2 

r* 1 H- X 2 ( 3 -h X 2 . 

' J r X» \ 1 - 1 - X 2 


arc itingX *— 
arc tang l — 


1 -h X 2 
/ 

14 - ^ 


2 X 

i -h X 2 
2/ 

I - 4 - X 2 


) 

) 


do 

do, 


ou, sous la forme classique, 

H-X|! arc,ans/ !+•/* J-h x?) 

/"* 1 , I 4- X" / 3 -4- Xjl ^ X 2 X \ 

+ ./„ (7TI? arclan8X -7T^-7T^)' 

On rolrouvo l’cxpression des ellipsoides homogenes eii faisant 
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dp — o dans (18). Tous les elements d’integralion s’aunuloul 
avec dp. II reste seulement Ferment superficial dans la premiere 
integrate. 

Remarque . — Sur Faxe de rotation, ou sur lo rayon polaire, 
x = r = o, on a, d’apres la relation qui donne w, 


(20) 

d’ou 

(21) 


X 'l + yl S t __ | 

Ll~ -f- 11 C 1 H~ Ll ’ 


1 //; 


0 = 


C “ -h M 




/' 


Pour plus de simplicity on pourra prendre le point /r, 3 sur Faxe 
de rotation. 

D’ailleurs, meme quand le point x , z sera quulconque, nous 
prendrons toujours pour limite d 9 inl6graLion 7’, qui drisiguern le 
petit axe de l’ellipsolde du point, petit axe on fonction duquel on 
peut toujours supposer que la density p et tous les autros elements 
de la couehe sont exprim^s. 


95. La force centrifuge ne peut jamais egaler Fattr action. 
Impossibility d’un fractionnement. — Le rapport de la force cen- 
trifuge a Fattraction, en un point quelconque x, z, s’oblicnl cn 
n^gligeantla composante parnllele a Faxe de rolation, et est egnl a 


(0 4 d? 

TT 


( 22 ) 

Or on a, d’apres (16), 

(23) P — to* = 


to- 

T 7 " 


I H- X? ’ 


et R est posilif, car dans (10) on a X > arc laugX et />- are lung/, 
et tons les elements d’ integration sont posilifs. On a done toujours 
P > oj 2 et cp <C 1 . D’ou le th^oreme : 

fj attraction est toujours super ieure d la force centrifuge , d 
Vinterieur comme ct la surface d'une masse Jl aide hi tiro gene, 
do/it les surfaces de niveau sont des ellipsoides de revolution, 
quelles que soient la repartition des densit.es et la vitesse dr 
rotation. 


Les tommies s’appliquenl aussi bien a une variation brusque do 
la density, le dp yiant alors un accroisscmcnt fmL Lo tlidorfonc 
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s’appliquc done a loute la masse d\mc planele, y compris son 
atmosphere. Si des 616 men is 6quatoriaux se sont d6tach6s (anneanx 
de Saturne. anneaux de Laplace) il fallait que leur vilesse de 
rotation ful ])lus grande que celle qui est compatible avec les 
conditions de l’dquilibrc hydrodynamique. 

Si les surfaces de niveau sont homofocales, on a au centre 
P = w- et cp = i. La force centrifuge egale Patlraction seulemenl 
au centre et; non a la surface. Dans les autres cas que les surfaces 
homofocales, les deux forces sont 6galemcnt nulles au centre. 

Dans un ellipso’ide homogene, cp est ind6pendant dc p et tend 
vers i , quaud X tend vers l’infini (disque aplati) 

^ ^ ( 3 -+- X’ 2 ) arc tan" X — 3 X 

r ~~ X 1 1 -h X 3 ) arc lung X — X 
•>.( X — arc tan" X") 

= I — r ^ r 1 I 

( i X 2 ) arc tang a A 

car les deux. tonnes do la dernicre fraction sont posilifs et Fcxpres- 
sion c.st hien <C i . On aurait cp — i et la force centrifuge serail 
6 gale a I’nllractioii seulement pour X = oo, e’est.-ft-dire r. o. qtinnd 
I’ellipsoi’de ind6liniiiienL aplati Lend rail a la li in i to vers la forme 
il’un disque. 

De meme pour la masse licl6rogcnc, a la limitedu disque aplati, 
Lous les X,. sornienl iufinis. Onauraitpour tons les points = ° 

■et P = o>-- La force centrifuge serail egale a I’nllraclion en tout 
point, 111a is seulement a colic limite. Elle ne scrait. jamais supe- 
rieurc et il ne pourrait pas y avoir fraclionnemonl, ni tendance au 
iVactionncment, pour les figures ellipsoidales. 


{)G. Cas des surfaces sph.6riques. Elies sont possibles seulement 
■si la vitesse de rotation est nulle. — Si unc surface de niveau quel- 
conque c (ail, sph6rique, on aurait a = c et X,.= o sur cette surface. 
Considdrous la valour de w’- 2 pour nil point quelconque de cetle 
surface. On aura, d 5 a pres (18), 


<*■0 


co 2 
2 Tlf 



r i + X 2 
X® 

0 i + X 2 
X® 


^3 arc langX 
^3 arc tang l 


X 

i ~h a- 
l 

i-h l* 
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Or Fexpression en X est nullo pour X = o et sa derivde 

*) I 2 X 4 ^ 2 X 4 

7TT 4 ~ 7TV i,i-h X 4 ) 4 ^ 1 1 -f- X* )- 

esl loujours negative. Gelte expression en X est done Loujours nega- 
tive si X o. II en est de m£me de Fexpression on /. On ne pout 
done pas avoir X^o pour aucune surface, tiutremcnl on aurail 
w 4J < o. On a done partout dans ce cas X = o et aussi w* = o, d’oti 
le thdoreme : 

Dans une masse fluide lieterogene en equilibre , aucune sur- 
face de niveau, en particular la surface exterieure , ne pent 
&tre sphdrique , que si la vitesse de rotation est nulle sur toutes 
les surfaces de niveau , qui sont alors toutes spheriques. 


97 . Variation de la vitesse de rotation sur une surface de niveau. 
— Liquation de F ellipse mdridienne du point considdrd pent 
s'ecrire 


( 20 ) 


X i Z i X* # 

~S H- = I, r*^ -+• Z M =: /’ 

tf.jt 7’ 3 I Xjf? 


oil a r est le grand axe de ['ellipse considerde. dont le petit axe 
esl i\ el en introduisant 


De meme Fdquation qui ddfinil, u 7 en tenant coniple des expres- 
sions (a i) pour remplacer u par/, s’dcrira 







x* 

I 4 - / - 



cK 


L’eliminalion de x- enlre ces deux expressions nous donne 


(K' 


4 -i- ( ' 


. > a a . 

A r A /* 


» 


■ X*: 


Sur la surface r et X,. sont constants, X et e sont les elements 
d’une eouche quelconque, qui ne variont pas non plus. Lin di He- 
ron tiau l par rapport a l et s, on a 

dl _ /» X? — /* ^ 

dz 2 2 C* X 2 "h .3 3 /- 


( 28 ) 
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Oa on doduira les form ules do la variation do la vitesse de rota- 
tion oil iali tude elenprofondeur, pour les ellipsoidos tic* revolution, 
commo aux n"* 74, 7?>. On en tirera les memos conclusions, 11 “ 77, 
sur les variations des aplatissenumts. Voir ro Lnlion tl ? une masse 
helerogenc, Journal do Math . pares el appl. , 1 1 m * 

Design mis par (3 la parentheses do la deuxieme inlegrale de o>- 
( l8 )- P fiut Tecriro sons la forme suivaiite qui, dtfmcb* par rap- 
port a donne (»g) 

1 * ‘{-1 

“ i+T* ~ T+Txa ^ 1 ~~ arr tan « 7) » 

(29 1 d? ^ a/* 

*// (l — H I -I- X ; -. 

II in u t prendre* mainlenanl la derivee de m' 2 par rappori a v a , 
\ariable sur la surface. Or w a est function do o' J seulemont par 
l intermchliaire do contenu dans la parent hose designee par ji. 
On a direclemeul dc ( 18 ) 


I //<■>* 

r" 1 1 

X* 

•1? 





v/7 

~-,h. 

til () u 

Jz* c ' <>1 ’ respond a — dii chaj 

)itrc? | 

nvi 

null 

cut, 11 " 73, car iri // a ot<‘ 

rein place par /. En remplaean 

1 les ( 

lor 

ivtL 

•s par lours \alom\s ( *.»K l 

el (m)) on ohliont 





( •<».) </<•>*- 4* /’z ,/ zf 

H- X- 

it 1 

nj_ 

^Y '*? 

J, 1 

- 1 - K 

x« 1 

\ 1 - 

+- r- J o’- 1 s * ’ 


c’esl la iorinule ((i3), n° 73. Les elements d' integral ion soul loos 
positifs. Done <w croil avec s. La vitesse do rotation, sur uue Mir- 
lace de niveau, doit croitre de I’^qualeur an pdle, pour qtie lo.s 
surfaces soient ellipsoidales. 

La variation de la vitesse de rotation serait nulle sur les surfaces 
do niveau, seulemcnt si Ton avait partom l^l n c’osUu-dire si 
toutes les surfaces de niveau etaient liomofocale.s, nLsullat. deja 
trouve au sixieme chapitre. 

On voil dans (3o) cpie cZco 2 depend do XL L’exprussion est done 
nulle, ou ndgligeable, en premiere approximation. On poumi 
done egalement, clans ce cas, avoir dcs surfaces ellipsoidales, avee 
variation de la vitesse de rotation d’une couchc a I’uiUre, sans 
vaiiation de vitesse sur une couehe donneie. La condition hydro- 
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dynamique ~ — o se irouvo satisfaile, en premiere npproxima- 
lion, cela signilie d’apres le n° 48 quo les surfaces de niveau el 
d’6gale density coincident sensiblemcnl a e- pres. 

98. Hypothsse de l’equilibre contraint ou equilibre mecanique. 
— La condition dY>quilibro hydro dynamique ^ = o n’esi pas rea- 

lisee par las ellipsoides homotholiques, ni sur les ellipsoides 
hoinofocaux. CepcndanL delude du cas ou les surlaees d’egale den- 
site sont des ellipsoides semblables, ou des ellipsoides Immolornux, 
prescnle un grand inUirdtet ravanlage d’une plus grande laeilile. 

En cflel elle permet dc faire la discussion de I’d volution des sur- 
faces avec la variation do la vilesse de rotation, ou cello du inomenl 
de rotation. Elio permet ainsi d’clendre aux ellipsoides helerogeuc* 
les resultals trouves dans la premiere parlie pour les ellipsoides 
homogenes. De plus cos resultals permetlent d’oncudrcr roux que 
Ton obtiendrait avec des ellipsoides, qtii verilicraienl la condi- 
tion ci-dcssus, par consequent ils permcltent dYtudior I nvolution 
reelle des figures d’equilibre d’une masse heldrogene, avec la 
variation de la viLesse ou du moment de rotation, el. de rosoudre le 
probleme presque uussi cornpletement quo pour les ellipsoides 
homo genes. 

Cependant si les ellipsoides hoinolheliqucs ou hoinofocaux ne 
realisunt pas d’eux-memes et libremcnl les coudilions de requi- 
libre hydro dynamique. nous pouvons lou jours supposer qu’elles 
onl 6te roalisdes arlificielleinent en ajoutant siir ehaque parallele 
des pressions sn p pie in entai res qui ri'ilablisseul. Pequilibre, qui 
maiiitiennent a chaque instant un equilibre eontraint au moins a 
la surface fibre. Nous pourrnns alors etudier involution des figures, 
avec la vilesse de rotation et I’appliquer au cas (hi lYquilihi e vrai, 
en cadre par les resultals precedents. 

En somnie nous aduioUous que la resullmile des forces exlernes,, 
attraction et force centrifuge, esl encore uormale smx surfaces 
dMgalo densite. 11 y a un equilibre mdcanique, qui tend a conserver 
la forme des surfaces. Mais la resullante des pressions internes ue 
serait plus norm ale a cos surfaces, no serai l plus diro.e lemon li 
oppos6e a la resullante prectklenle. Les surfaces dYigale pressini* 
ne coiiicideraient plus avee cellos d’ 6 gale densite. Ge sont les pres- 
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sions supplemenlaires inlroduites qui retablisscnt la coincidence 
el Fiiquilibre. A aucuu momenl elles no g£nent l’cquilibre purc- 
inenl mecanique, ni par consequent revolution des formes, avee 
la variation dc la vitesse de ro la Lion et do la resultanle des a Lira c- 
lions. 

D'aillours on a vu quo les surfaces resLaicnl sensiblemcnt ellip- 
soi'dales, el Foil aura loujours une premiere approximation (16 ju 
Ires suflisanle. 


!K). Cas particulier des ellipsoides homothetiques. La vitesse au 
centre varie comrne celle d’un ellipsoEde homogene. — Si Louies 
le* surfaces soul. Iiumol.lu'*l,iquos on a X =*= X,.. (Vest une eonslante 
quo Ton pen I Cairo sortir des integrates. On pent rem p la cer do 
meme |>a rl on I }. r par X pour simplifier. Duns ( 1 8 ) la sonmie de i 
a /*, mi Felonuml d'inlegniliou esl on A, independaiil de /’, s’iuiegre 
iininedialemenl el donne p. II vienl 


i 3 1 


to- 

TTj 


— y ^ * ~~ ai-c la ni; X — y :: j 

-+• f ( J- ); : / lllc - 


/ I-' X- 

X :1 i -t- /- 





Vu centre r - u, Finlegrale csl nolle. On n, en dtVsignanl par 
rimlin* n la valeur des elements an centre 


■ 'In 


(,) J_ , / 

*«/ 1 A 


3 - I- X* 
X» 


arc lung X ■ 



La parenlhcse, on A, li’esl pas autre chose quo (’expression 
Irouvee dans le cas iFuiie densite constanle. Ainsi dans le cas oii 
I t?s couches sont des ellipsoidos semblables, la vitesse de rotation 
au centre est reliee a la densite cenLralcpo el. a raplatissement cen- 
tral delini par A, par In nnhvic relation quo pour les ellipsoidos 
homogenes; d’oii le ihdoreme : 

V a plat issenient cVun ellipsoide he Leva gene a surfaces de 
niveau homothetiques varie de la rtuhne fat; on quo celle d } un 
ellipsoide homogene , quiaurait la meme densite cent rale p ( > et 
la mtime vitesse de rotation w u qua celle du centre . 


Nous uuruns alors la mdmo discussion quo pour les ellipsoidos 
de Maclaurin, voir Case. I, Chap. III. 

AlUMiM. — IV (ti). 8 
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Quand X varie de o a l’infini la valour de h croil d’ahord do o a 
o,aa 4 , vnleur maximum allciutc pour X=2,53, puis h ddcrotL 
jusqida zero. 11 y a done tine vitesse de rotation. maxim uiu 
t»o=: 0,224 x 2 TrjTpo qui ne peul pas etre ddpassde, el au-dessous 
de laquclle il y a deux valours do co lM ol deux figures d’npIaLissc- 
menl different, qui correspondent a la memo vil.es so do rolalion 
centrale co. 

Nous pouiTons dgalemenl prendre lc moment do rolalion, soiniue 
des moments des quantiles do mouvemenl, comine paramelre, 
commc dans le premier fascicule de ce volume, n“ 23 . Dans U^s 
ellipsoides homogenes nous avions consider^ le moment do rola- 
lion total p.. Co moment a du rosier invariable pour 1111 as I re Isold. 
Si nous negligee 11s le froUomenl, il en esLclo meme pour le moment 
de rolalion dc chaque couche prise isoldmenl. \lors si nous consi- 
derons la portion centrale de masse M. qui est regie pnr les memos 
formules quo les ellipso'idcs homogdnes, on obtiondra, comme pour 
coux-ci 


(32) 


k = 4 A(i *+■ X 4 ) 1 *, 


1 __ Sop* / 4 ^ p 0 \ :i 
3/M 4 \ 3M / 


Celle formule donne la variation do X, eVsl-it-dirc do l’aplalis- 
semenl, en fonc lion de la variation de la donsild centrale p 0 , en 
supposant quo la masse se comrade, p. el M re slant conslanls. La 
discussion monlrc que X croil inddlinimonl avoc p. La masse 
s’aplntil inddfiniment on se conlraclanl inddlinimenl. 

E11 inlrodiiisanl le grand axe a de noire masse commie dldmen- 
laire M, an lieu de la donsild p. on Irotivc (fuse. 1 , 11° 23 bis ) 


(32/ 


3 /M a 


\£ 

a 


= 4//. \/i -I- X 4 , /?« = 


3 /M a 


!t\ 

% 


Cette formule donne la variation du grand axe a quand X on 
l’aplalisscmcnt varie. Ce grand axe lend vers uno limile (inie a 0 , 
quand l’aplatissoment croil inddfinimenl el quand la masse consi- 
ddree lend vers la forme d’un disque aplali. 


100 . Cas particulier des ellipsoXdes homofocanx. La vitesse a 
la surface varie comme celle d'un ellipsoJCde homog&ne. •— Si les 
surfaces soni homofocales, la diffdrcnce des carrds des axes* esl. 
constante. En ddsignant par I’indicc 1 I os dldmonls de surface, 
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on a 


a - — c 2 =: aj 


a- = c-(i -h X 1 ), Xc = XiCi = const. 


Faisons dans (27) Xc = rX r , il vient 

+ *=*r. 

On peut reinplacer Lous les l parX,. constant el les faire sortir du 
signo somme. La formule (18) deviont 


(33) 


0i t r T i + ),i / j + \2 X 

= / — — - — arc tang X r- 

J x X s \!+y * I+X« 

»)r- 




/ :i -t- x;-! , 3).,. 

lrTx? arc,anffX '-i 


X s 


X* 


f/p. 


Diisignous par V lu volume de Pellipsoi’de (Faxes a et c, relatifa 
lYdemont d’inldgralion rfp, el. pai* V,. celui de Pellipsoide du 
point ;i\ z . defmi par son petit axe /*, 011 a 


V = - r.n -o ~ ;j. it «•■>( i -4- X s ), 


1 + X s _ \ 1-4- X;-! 

”>7“ - v ; ~ij~ ’ 


Portons Civile valour dans w-. Oil pout laire sortir les ). r de la 
seconde integrale el il vienl 


(V\) 


t.>* _ r / :i + 

W ”\/, \ X;‘ 


X? 


a it. tanff a 


X_ 

X? 


X 3 


I -h X- 


2 X 
Xj 


}) 


v,. 


r/o 


arc tangX, 


j 3 

XH 


•on*- 


V dp = <//// cst la masse eh'mientaire contenue dans Fellipsoide 
de volume V, d’npres la nuHliode de M. Ha my. 

Pour olitcnir la vitesse de rotation a la surface, on fail r = 1 . 
La parentliesc de la premiere integrate devient la memo quo la 
seconde. Les integrates n’en font plus qifune el donnent D, densile 
moyeime de Fensemlde, eu faisnnt V,.= V 1. On obtienl 


(3D) 


i») j / 3 •+■ XJ 


nrc tangXt - 


3 )» 


nt/i, 


h est la uuhno expression quo oelle du numdro pr6c6dent et quo 
pour les ellipsoi'des homogenes; d’ou le th< 5 oreme : • 
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IJ aplatissement super jiciel cV an ellipsoide heterogene a sur- 
faces homofocales varie de la meme fagon que celle d’un ellip - 
so'ide homogene qui aurait la meme densite moyenne D t . 


101. Discussion dans le cas oti les densites n© varient pas. La 
variation general© d© la vitesse d© rotation est la mem© que pour 
les ellipsoXdes homogenes. — Nous devons suppose?, pour nkiliser 
les conditions hydrodynamiques, que la vitesse de rotation est. 
conslanLe on fonclion imiqueincnt de la distance a Faxe de rota- 
tion. Elle doit, rester la meme sur l’axc polaire, el sur toiite surface 
cylindrique autour de cet axe. Nous calculerons la vitesse de rota- 
tion en deux points del’axe polaire. au centre et au pole memo, on 
les formules se simplifient. Nous supposerons que la vitesse de 
rotation y est la meme et nous comparerons les resullats avec ce 
quo nous savons des ellipsoides homothdtiques el lioinolocaux. 

A In surface la formule gdn^rale ( 18 ) qui donne f.)- devienl 


( 36 ) 


to j 1 + ^ / 3 4- X‘f 

a* f~J , ** \i + V{ 


arc tang l — 


l 

i -h /* 


2 t 


I -4- X 2 




Si X, = o, on a 1 = 1 = X, = o, car ici X<Xj el alors on a o> t = o. 

Si X| = oo tous les X soul infinis, car la figure se r&luit a un 
disque aplati. et l’on a encore coi = o d’apres (36). 

La vitesse est done nulle pour X nul on infini. Elle aura un 
maximum dans Fintcrvallc, comine dans le cas d’un lluido homo- 
gene ou le maximum de co a lieu pour X = 2 , f> 3 . 

Nous avons ici unc demons Ira lion giWu’ale, relative 1 a IVquilihre 
hydrodynamique, du fait que la vitesse de rotation suporfieiellc 
doit varier comme dans les ellipsoides homogenes, entre un 
maximum et la valeur zero. Getl.e demonstration est valalde pour 
tous les points de la surface, qui alleignenl. en nitfme temps lours 
valours limit.es, zero 011 le maximum. 

La formule ( 18 ) donne de inguic an venire 


(37) 



I -4- X* 
X :1 


( 


1±_M 

I 4- Xjj 


arc tang X 


X 

14- X * 



Si X (J — o, les surfaces centrales sonl spheriques. Comme on a vu 
an n° 96, il faut quo Foil ait par Lou l X = o et aussi w 2 = o. 
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Si X 0 =oo, Lous los X sont infinis, car les aplatisseinents el les 
X croisscut du centre a la surface, el Pon a encore w 2 =: o. 

On a done an cenlre la indme variation de la vilesse de rotation 
par rapport a X () qu’u la surface el que pour les ellipsoides homo- 
genes. II en sera de nieme naLurollenient pour toutes les couches 
tiiLcnnticiiaires. 

Pour une masse heuSrogene ellipsoidale, com me pour une masse 
homogene, de deusild donnec, il y a done deux figures d’dquillbre 
limite, qui sont de revolution eL ou la vilesse de rotation esl nulle 
parloul : In sphere, ou loutesles surfaces ontun aplatissement nul, 
X — o, et le disque plan, ind^liniment aplnli, ou les X sont tons 
inlinis. Dans le passage do rune a Paulre figure limite, la vilesse 
de rotation passe loujours par un maximum, commc pour un ellip- 
soidc homogene, courbc 3 et 3', figure 3, n° 103. Nous allons fixer 
des Hmi Los a ee maximum et a In variation de cette vilesse de 
relation. 


102. Comparaison de la vitesse de rotation avec celle des ellip- 
so ides homothetiques et komofocaux. — Kn ini mduisant Pexpres- 
sion qui deviei.il 6gale a h pour X L la viltLS.se de rotation a la 
surface, dans (36). dovienl 


{ ;js ) 




i + X* X? 


*/ 

3 + X- 
X 3 


— St/jJ, 


arc l a ng/ 


a :j i + , 

l I -H X s 


X 3 I -4- l' 1 


I 

T*' 


Au pole on aura / = ~j 
ddfinic an n° 100, 


d’ou on tenant compLodela \aleurde V 


{'Hi) 


co if __ / ,() i -4- X* 
'nzf i+ XJ rf 



/•» 


z do. 


V 

Or le facteur y- I’esle constant pour chaque surface cjuand X 
vario. Si X, reste le m<}me, la valour de Pdhhncnl d’inLegralion 
varie settlement avec ^ quand les X intericurs varient. cVsi-4-dire 
quand on passe de Pun des cos dtudids a Pan ire. Or on a 


( L z 

dl 7 


i fa/a(X»— 7 ) 
J* L X7(ih- /*)* 
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En ddsignant la parenlhese par p, on a pour / = o ? z = o, v = o 
et pour Z , p = — 3/i. On oblient cnsuito 

dv __ 4 ft _ 8 Z*( Xf — £■) 

dZ ~ X‘f(n-Z s )* X}(n-Z*) a ’ 

quantity negative avec Z <C ^ , , done v reste negative et les elements 
d’intdgralion varient avec z en raison inverse dc / ou de X (/ = Xe). 

Ainsi done pour le m&me X, la vitesse superficielle croil quand 
on passe des couches homofocales aux couches homothdliques, 
puis a celles du cas de la vitesse uniforme , ou sensiblemont uni- 
forme, sur Taxe de rotation, car alors le X de chaque couchc 
d^croit. 

On a done, pour le mdme X*, c J est-a-dire le meme aplatissement 
superficiel et la meme figure ext&rieure 

( 4 oi to j homofocal < to, homothetique coi uniforme. 


Les courbes des co, s’etageront. dans le inline ordre. 

Dans la formula (37), qui donne la vitesse de rotation an 
centre <*> 0 , ddsignons par l’expression en X, et ddrivons-la par 
rapport a X. On obtient 


(4i,> 


tty __ 3-t-Xg i /3 + ^- 

dX~ i •+• X \ X* arC 


tang X — 



3 -H )> 5 // 

I -+• Xg A 


h est toujours positif, done pour le inline X„ la valour de chaque 
element d’inlegration varie en sens inverse de X. Or dans ce cas, 
A 0 etant le mdme, les X augmentenL en allant du cas de la vitesse 
uniforme aux ellipsoides homothdtiques et aux surfaces honiofo- 
cales. On aura done pour le meme X 0 , on le memo aplatissement 
central. 


(4a) wo uniform c < too homothetique < too homofocal. 

Or on a pour les surfaces homolh^tiques coj{ = :i 7 r/p„//. Done dans 
le cas d’une vitesse uniforme, si X„ varie de o u l’infini, la valour 
de la vitesse restera toujours inferieure & celle-ci. 


103. La variation de la vitesse de rotation et des aplatissements 
d’un ellipsoi'de hStdrogene quelconque est comprise entre ceux de 
deux ellipsoi’des homogenes. — D’apres la formula (/jo) en com- 
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paraul. les w nous nvons vu que imifonno > &)| homofocal et 
coci quelle que soil In position du point consider^. Ceci est done 
vrai dgalemcnl pour la vilcsse dquatorialc go*. D’npres la valeur dc 
r*>i homoioeal (35 ) on pout 6crire pour I’ellqisoTdc rcSel et en £qui- 
libro 

(\'i) —,>X)h h coji > an /D/ii. 

Dc menu; cl'aprcs la lor mule (4%) on comparant w*, uniforme el 
r,> 0 bomolhetique (3i) ; on aura, clans le cas dVquilibre (vitesse 
uniformed sur I’axe dc rotation), 

2 -4- X 4 3 

( 44 ) W jj < 2 jc/p » // 0 , h =3= — — arc tang a — ^ , 

oil dans A 0 on donne a X la valeur corrcspondanl a r»)„. vilcsse au 
(.■(‘litre do i’ellipsoidc hclerogcne on cquilibre. 

linlin nous venous dc voir (jut? cello dernioro vilcsse w 0 csL lou- 
jours plus grande que la premiere On aura done (inalemenl, 
pour loules les \ bosses dc rotation o) d’une masse helV*rogene cn 
cquilibrc li) (lrodMiainiipie, qui soul. comprises cut re In vitesse a 
I'equaLeur (*t la vitesse nu emit re 

I p‘> ) 2 xfi ) /#1 M>! ' <0 - - 0)g < 2 iz fpn /li). 

//, i i si function dc A, mi dc raplatisscmonl sujierliciel et h u cle on 
d(* I'aplal issement central. D’ofi le llieoreme : 

Les vit asses internes tVune masse heterogene , donl les couches 
sonl ellipsoid files, restent toujours comprises entre celles cle 
deite ellipsoides homogenes , Vun qui aurail la me me densite 
moyenne et le me me aplatissement super ficiel que la masse 
he Mr o gene, V autre qui aurait la rnenie densite centrale et le 
meme aplatissement central . 

Remarque . — Avaul que la vitesse de rotation n’ait atteint son 
maximum on a A„ < A, et la relation (45) pout s’oerire & plus forte 
raison 

to 4 p o 

(40) 27U/1 )hi< eo 2 <23u/p 0 Ai, K < qj* 

La vitesse de rotation de I’eLlipso'idc h<U6rogene esl comprise 
(*iUre cellos de deux ellipsoides homogenes de mSme aplatisse - 
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merit et de densiles rcspectivemcnt eg ales a sa densite ruoyenne 
et ci sci densite cent rale . 

Cette relation a probable in cut lieu mi dela du maximum, el pour 
Louies los vitesses de rotation, inais eel to demonstration n’a pas etc 
fa Lie. 

D’ailleurs l’etiide complete de ia variation des vitesses do rota- 
tion, avec les aplaiisscments, a etc faile par M. Veronnel, Journal 
de Malhemaliques pures et appliquees , 1912 , elesi traduite par 
la figure 3. On a mis les valours de ), on abscisses, idles varieni 

UJ 


to Q ht 

CO, 

0 

de o, pour la sphere, a Finlini, pour le disqtic aplali. La oourho 
n° 1 ou a), hf infcSrlcuro, represent© on nrrlnnntic ia vitesse super- 
ficielle de rotation des ellipsoides honiofocaux. Elle est la memo 
cjue celle des ellipsoides homogenes, comme on lhi vu. La courbe 
supcricure 1 donne la variation co,,/// de la oil esse centrale des 
memos ellipsoides liomofocuux. La courbe 2' donne ou la 

vitesse centrale des ellipsoides homo the tiqiies, qui est eg a lemon I 
la m^ine quo celle des ellipsoides homogencs, maximum pour 
\ = 2 , 53. La courbe 2 donne r^ x kt ) vitesse superfieielle des ellip- 
soides hoinoLhcliques, analogue a la pr 6 cedente, im pen decalee 
vers la droite. Enfin, entre ces deux dernieres, les courbes 3 el. IV 
donnentla vitesse de rotation d’une masse h<H 6 rogeue en tfquilibre 
relatif, en foncLion de la valeur de l x a la surface ou do la valour 
de Id au centre. Ges deux cotirbes sent tres voisines et repiV*- 
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sentent la variation do la vitesse clc rolalion d’une masse hdlero- 
gene endquilibre relalif. Elies sont tout entieros comprises com me 
on le voit outre lcs deux courbes 1 et 2', relatives a deux ellipsoides 
ho mo go nos. 

104. Le problem e reel. Discussion avec moment de rotation 
constant. — Dans la discussion precddcnle nous avons dludid la 
variation de la forme, on de A, en fonction de la variation de la 
vilessc de relation «, en supposant que la density p restait con- 
slanle. Dans lo probleme pratique de Fd volution desastres, coniine 
Fa fait reniarquer Laplace, e’est la somnic des moments des quan- 
lilds de mou vemenl, nu le moment de rolalion qui resle constant, 
quaud la dens i id varie par la contraction. 

Ddsignons par p ce moment cle rolalion, par I le moment 
cl’ inert ie, on a 

r* 

(47) »Jl = I <’), }JL = / fi)f/l. 

Dans noire probleme, 011 r»> est variable, il faudra elendre la 
somme a loul.es h*s pari iculos, cVst-a-dire a Ionics les couches el 
aux paralleles de chnque rouche, poor avoir le moment lolal. 

I O'). Definition de la contraction uniforms, qui conserve les 
couches d’egale densite. — • II faul definir ici de plus pres le mode 
do contraction, qui est exige par le probleme. 

Dans le probleme des ellipsoides homogenes, la contraction 
devait ndeessairement conserver Fhomogdneild, c’esl-a-dire qu’ello 
devait dire uniforme et parlout la rndme. Le rapport du volume 
d’une masse dldmcnlaire dm a son volume prim iLif devait rosier a 
cliaquo insLant le mdme pour Lous les points. Dans les ellipsoides, 
le processus de la contraction uniforme pout el re decompose sui- 
vant les trois axes, en irois contractions linen ires uniformes, e’est- 
u-dirc que Lous les points, siluds sur des plans paralleles a Tun des 
plans de coordonndcs, s’en rapprochent proportionnellement a 
lour distance a ce plan. 

Sofent les trois axes y, z. Les trois rapprochements dldmen- 

inires du point seront dd finis par 

^ 8ft Sc 

*y=*y-g> iz = z~- 


OX = X — 1 

a 
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Si les contractions suivant les dififerents axes sont ies memos, 
Pellipsoide conserve la m£me forme. 11 suffit dc modifier les 
coefficients de contraction linenire, suivant les diftV* rents axes, 
pour modifier la forme, en merae temps que la grandeur. On voit 
que cc mode de contraction des ellipsoides, lc plus normal el 
naturel, ne produit aucun d6placement d’unc molecule par rapporl 
aux autres, n’inLroduit. aucun froltement, ni aucune force dissi- 
pative, co qui est Ires important au point de vue de la stabilil6. 
En eflet ceci ne peut plus avoir lieu pour les figures d^rivees des 
ellipsoides, comme Pa remarque Poincare, ct il a donndla fornuile 
sp^ciale determinant la condition de stability dans ce cas. 

Pour les ellipsoides hetdrogeues nous defin irons de la m6rne 
facon les conditions de la contraction uniforme. Comme les ellip- 
soides sont de revolution nous distinguons senlement deux con- 
tractions lineaires, Pune ds proporlionnelle a 3 et parallele a Paxe 
de rotation, Pa litre ox proportionnelle a x et normal a cel. axe. Si 
Pellipsoide s’aplalil, le coefficient de proportionnalil6 de dz est 
plus grand que celui de mais la contraction res to la menu* 
partoul. Les rapports des densiles reslcnt les memos parlout. Les 
surfaces d’^gale density sont conserves. 

Etudions la variation du moment (Pincrlie I au cours de la 
contraction. On voit tout de suite que la contraction dx, parallele 
a Paxe de rotation, ne modifie pas ce moment. Considerons, sui- 
vant la lnetliodc de M. Hamy, la decomposition de Pellipsoide 
li(H6rogene en ellipsoi'des homogenes de volume V el de densite do 
dont la masse (ilementaire dm est ('‘gale a V r/p. Le niomeiU (Pinertie 

d’un eliipsoide homog^no de revolution <itnnt ^ iYL*-, on aura en 
dtfsignnnl par x le grand axe des ellipsoides elemeiiluires internes 

(48) 1 = j I x- dm = - a 1 f dm = y a !YT <7-, a < i . 

Le rapport - du grand axe x d’une eouclie d’egale density, au 

grand axe ext^rieur a, reste constant dans la contraction. Nous 
dtSsignorons par a sa valour nioyemio dclinie par cello formnle et 
qui reste dgalemcul constanle el plus petite que Penile. 

On voit immedia lenient d'aillcurs que a est plus petit (pm i, 
dans un ellipsoi'de hel6rogene, car pour uu ellipsoi'de hmnogeue 
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il est egal a i, tandis que dans l’cllipsoide hdlerogene la masse 
est plus concentree vers l’axe et. I doit etre plus petit, oil aura done 
loujours a < i quelle que soil la maniere dont se fasse la contraction, 
m^rae si elle produisait un d^placementquelconque des molecules. 
Mais alors a pourrait ne plus etre constant. II pourrait varier entre 
deux limites resserr6es. En tenant compte de ces deux limites, la 
discussion et les resultats resteraient Ies monies. 


106. Variation du grand axe pendant la contraction. — La 
fonnule (46) donne done deux limites de la vitesse de rotation gj 
d’une masse hel^rogene, en fonclion tie son aplatissement. qui est 
defini par la fonction h. 

En introduisant la masse M, on obtlenl 


(47) 




{*, 



D a* 

s/T—p 


Celle fonnule nous a deja pennis, au n° 8o, de determiner deux 
limites du rayon equatorial a, par rapport a colui d’uue masse 
liomogene egal.e a M, et ayanl la mfime vitesse de rotation o>. 

D^signons par g/ el a\ la vitesse de rotation et le rayon equa- 
torial d’une masse homogene, ayanl le meme aplalissement, la 
memo figure*, on a 


(48) 


2 to '-a!* 

3 Tm" 


h y H- l - . 


En portanl cetle valour de h / 1 + l- dans ( 47 )? on aura 
w'V 3 < w 4 a s < to 'Sa'i ^ 

on encore 

, , v to' 2 a! 1 * ^ a 2 to 2 a’* to ' 2 a ' 4 p° 

~aT < ~a5a~ < ~~a!~ D ’ 


Supposons maintenant que la masse honiogene ait le meme 
moment de rotation wl que la masse hdtdrogene, on aura, 
fji h2 a ,h =^ 2 co-«■ , et la fonnule (49) peul s’dcrire d’apres (48) 


(5o) 


Da' 

:, < « < 

po a 2 


Cette fonnule nous clonnera le rayon equatorial a de la masse 
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h6t6rogene, en fonction do celui a' de la masse homogene ayant le 
ra^me moment de rotation. 


107. Application & la Terre. — Calc ulons le moment d’inerlie 
de la Terre, au moycn de la loi des densites de Roche, par un 
calcul analogue a celui qui a £te fait an n‘'80, on ohtiendra pour 1c 
coefficient x 

, t . 4 7 — 5 k 

(5i) a= ?T~- TT 

Pour la Torre k = 0,76 environ. On aura a = 0 , Si>. el a- = 0,67. 
D’aulre part — o,55, de sorte qu’on aurait 


(52) 


0,87 a' < a < i,5oa'. 


Ces valeurs limites sont inoins resserrees quo celles qui out etc 
donnees au n° 85 a cause de l’imprecision du tonne a, mais olios 
les confirment par unc autre mdthode. 

Remarque . — M. Alex. Gardedieu, dans uuc these tr&s inlo- 
ressante, qui sera publico dans les Annales de l 7 Academic des 
Sciences de Bruxelles, a fait la discussion dans le cas du moment 
de rotation constant, en fonction de la variation de la densile, 
discussion corrcspondant au cas de Laplace et de la fornuile (3:0, 
n°99, pour les ellipsoidcs hoinogenos. Au moycn des fonctions zei 
de procedes analogues a ceux indiques dans le n° 102 et appliques 
directement a l’exprcssion de p., 11" 104, il dtimmUrc quo cello 
discussion aboulit aux memos rdsultals quo pour les ellipsoidcs 
homogenes, resultats compris regalement enl.ro deux liniiles qu’il 
determine. 
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CHAPITRE IX. 

1MIOBLEMK DE CLAIKAUT. LES SURFACES DE NIVEAU ELLIPSOi DALES. 


108. Objot du Chapitre. - ( llairaul, dans la Figure de. la Turn: 
avail simplement dtunoiil.ru que Ins ellipsoides verifiaient levs 
conditions d’dquilihrc pour 1 os surfaces de niveau dhinc masse 
heterngene, quaml la masse (numaif en bloc eomme tin corps 
solide, awe une vilesse assez faihla pour (pie Foil puisse n<!*gliger 
le earn* do. Faplatissement. Cos deux conditions form cut les liypo- 
lliesci'i de huso du proldeme resulu par Clairaul. 

Laplace a iuonI.rd dans la suite, qu’une masse heterogene en 
rotation lento devait prendre nccessa ire men t la forme ellipsoidalc 
en premiere approximation. CVtail la smile solution possible du 
probleme. 

La miUliode de Laplace, basee sur le developpement du poten- 
tiel en un point, exigeail deux diWeloppemenlsdiflfarcnts, Pun pour 
la masse iulriricure a la surface de niveau du point considdre, 
Fautro pour la masse exterieuro A cette surface. II se prdsenlait des 
difficulties do raecordement cl de passage aux limitcs, difficulties qui 
avaient ei<$ levies, mais qiFil elait pr£fdrable de pouvoir dsviter, 
scion le vane de Tisserand. 

La methode de M. Harnj, exposee an Chapitre VL evitait d&ja 
cos difficulties, tout en conservant les deux d6veloppements. Nous 


126 FIGURES D’EQULLIBRE D'UNE MASSE HltT^ROGENE EN ROTATION, 

donnons ici la methode d’Henri Poincar4, expo$6e dans ses 
Figures cV equilibre , qui donne toute satisfaction k tout point de 
vue, cn parlant du potcntiel de la sphere, puis calculant le 
potcnticl V de la figure voisine, au moyen de AV. 

Nous y joignons I’exposd du principe d’une mcthode analogue 
de M. Wavre, sensiblement plus compliqu^e, dont les residues 
peuvenl se developper en seconde approximation. 

Nous terminerons par le fameux th6oreme de Stokes el lVxten- 
sion qu’en a fait M. V4ron.nct en d4montrniU que cliacun des 
coefficients du developpemenl du potcntiel csl Ini nidme un inva- 
riant. 


109. Fonctions spheriques. — Nous avons vu dans le premier 
fascicule de ce tome IV, Ghapitrc V, uno 6 tilde sur les fonctions 
sph4riques. On a defini d’abord les polynomes spheriques , 
P s), polynomes harmoniques, homogenes de degre 7i,qui 
v4riGent I’equaiion de Laplace AV ~o. En coordonndes polaires, 
r, 0, cp, les polynomes spheriques pourronl. s’dcrire 

(I) p *,) = >•«¥„(<), 9 ), Pu = Y„, A(r» Yfl) = o. 


Les foncLions Y„. de 0 et cp, sonl les fonctions spheriques. 

La formulc (<)fi), u l> 33, donnait Fexprcssion de AV en coor- 
(lonnees polaires. Si la font! Lion V no depend que de r, (die se 
red nil a 


(a) 



2 dv 

r 7/r * 


Le n° il du nuhne volume donnait le ddveloppemenl du poleutiel 
d’une conche sphdrique pour uno s4riedc fonctions splidriques Y„. 

On pent olablir directemonl et rnpidoimmt cette fonnule au 
moyen du cnlcul veeloriel ( 1 ). Eu ddsignant par p le rayon vecleur 
d ? un point, dont r csl la longueur, la d4riv4e, par rapport a ee 


vecleur p, s eenra 


(3) 


grad V = 


f!V 

<k 


Pi 


try _ p dy 


dr 


r dr 


= Pi'*, 


p, est la direction du vecleur p. Comme V depend uniquement 
de r par hypo these, la d4riv4e se fail, dans la direction pi de p. 


(‘ ) Ai.bx. Vkkonnkt, Le ealv.ul veeloriel . Cours tValgkbre^ Chap. XII. OaiUhicr- 
VillaiM, 1933.- 
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En prcnaul do nouveau la dthivde par rappori a p de eette 
expression (.'>). on aura la divergence du gradient de V on le 
lnplacieu de V, 

«> divp.d . 

dr dr dp\r) dr ~~ dr 3 r dr 

Eii effel p' = 1, carr<$ d’un vecleur de longueur 6 gale & l’unitd, et 
Ton aura, pour le d 6 veloppement analytique de cette direction p,, 
suivanl les 3 directions £, yj, 'C des axes 

Pl = £ = + . n Z + y t:, = fa* +/ -h7. 


On aura alors pour la divergence de p,, 



d'ou la furnmle ( 4 ). 

Calculons maintenant le laplacien A(Lil > ) de la function UP, 011 
P est tin polynono sphtfritjue (i) et IJ une function de r soul. On 
aura d’abord commc ci-dcsstis 




;rud (UP ) = ( U P ) = P ~ 


d P 

V 


A(UP) = 


( dP M 
dp- + 2 dp dp 



comine AP = o d’apres (1) le dernier terme est nul. 

D , apres les expressions (1) el ( 3 ) rigalement, le produit des deux 
derivdos premieres pourra sMcrire. P elant un polynome ag^brique 
d’ordro n , 


dP dV 
dp dp 


dP dU 
dr dr 


n r n ~' Y ,1 


dV 

dr 


n ’ dU 
~ Pn • 

r dr 


E11 portani cello valour et celle de ( 4 )> avec V = U, dans ( 6 ), 
cello derniere formula deviendra 


(fO 


A(Ui > n ) 


/ dr U 2(/t-t-l) dU \ 

\ dr- + r dr ) * 
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On aui'a de nieme, en rempla^ant le poly no me P, i? pnr une fone- 
tion sph6rique Y„, 


( 7 ) 


4<UY„> - Y. - 2 f - • 


On rclpouye les fonclions sph&dques, ou les polynomes splioriques 
multiplies par une expression difFdrenliclle du second ordre de V. 
Ces expressions sonl employees par Poincare dans sa nuHliodc. 


110. Formules relatives k la sphere. — Quand il ivy a pas de 
vitessc de rota Lion, les surfaces cquipolen ticlles sonl spluVicptos. 
comme les surfaces de niveau el les surfaces d’dgale densild Le 
potentiel V 0 en un poim quolconque dependra uniqueinenl de i\ 
On aura, en vcrlu de ( 2 ) el de liquation de Poisson, enddsignant 
par p la <1 ensile cn ce point, 


( 8 ) 


AV 0 = 


0 

dr~ 


2 <£Vo 
r dr 




La force d’nllraclion, au point consider^ s’oerira 
la densilc moyenne de la masse conleinie dans la 
rayon r, 


( 9 ) 


F = 


dVo __ jn 
dr ” J r* 




nfr D. 


I) elan l 
sphere de 


Or p et V„ sont uniquemenL fonclions do r. On pent supposer reei- 
proquenientcjiic p est uniqucmentfonction de V 0 , el, A V„ tfgalemeui 
d’apres (8). On pourra done ccrirc 


( 10 ) AV„ =/(v 0 ), /'(Vo) = = , MHs) JjL = if'. 

La dernidre expression se ddduit do la prdcddeiuo d’apres (p) el. 
d’nprds (8) d&rivic par rappori a r, ce qui donne p'. 

Or la masse conlenue dans la sphere de rayon r esl. 
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En diirivant colic demiere Equation par rapport a /’ on a 
( 1 a) 3/ ,4 D h- HD' s= >'D' = 3( p — D ). 

En cWrivaut. de nouveau, on aura encore 
(i3) 3p' = 4 D' *+- r D", 

p' et D' sont negalifs; p cl. D augmenlenl vers le centre, en sens 
inverse de r. 

D’apres (io) la ddrivde de AV 0 esl exprimee en function de p' 
et D. Elio sera done fonclion seuleinont de la densiliS moyenne D 
cl. de ses deux premieres dcSrivties LV cl D" d’apres ( 1 3 ) . 
D6signons par £ la variable de Tisserand , on a 



£ rcslo compris enlre o cl 3. 

En ellel £ esl posilif cl D' ndgalif, car p <; I), la densile on mi 
point elanl plus pelile (pie la density moyenne de la sphere sous- 
jacenle. D’aulre pari £ -< 3, car p >■ o. 

I a\ limilc £ = o, on I)' ^= 0 . esl alleinle par une masse liomo- 
geno, p — I), en chaquo poinl. La limilc £--3 esl alleinle pour 
une masse lolalemenl concentric. 00 la densile sorail sensiblenienl 
nullc parloul p = o. On voil que ces deux limiles soul alleinles 
pour Ins deux eas extremes, ou I’aplalissenient e alleinl. aussi les 
dtMix limiles de Clairaul, n° 80. 

ill. Developpement du potentiel pour une figure voisine de la 
sphere. — La masse elanl soumise a une ro la Lion unilorme, les 
surfaces de niveau I) = const, sont d6finies par liquation 

iii] (1 = v + 

La vilesse do rotation (Slant faible, la figure restore sphiSroidalo, 
on voisine do la sphere, el louleslcs surfaces de niveau dgalemonl. 
La deformation sera faible et. fonclion do w 2 . 

Le poiculicl V reslora done voisin de celui de la sphere V 0 el 
fonclion iSgalemeul de w 2 . On peul lc ddvelopper suivant les 
puissances de w 2 ot, on premiere approximation, on ne conservcra 

APPKM.. — IV ( 2 ). 


0 
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que le premier ter me en o» ,J . <Ie sera une fonction )•, z), 

ou F(w*. r, 0 . <p) (Fun point qnelconque do la sphered Ton pourra 
d^velopper cetlc fonction cm une sommede fonctions sphcriqucs 

(16) V — V« -H Im <•>-, /*, 0 . 9) = Vn - 4 - £ IIY. 

II contiendra w- en lacteur. et sera fonction de r senl. On sail, en 
(diet, par I’tUude des fonctions sphcriques, epic Ton pent toujours 
separcr une fonction K(/\ 0, 9) cm un proiluit de deux fone- 
tions 9), ou IIY . 

En pro na nt Ie laplaeicm de (id), ou aura 

(17) AV = AW, -h AF\ AV = AVci h~ £ A < 1 1 Y . 

LVapres (i5 ) ct (id) ou pent encore oerire 

< 18 ) Vo ™ V -- I' = li * - - ./•“ -1- » , l\ 

•> 

D’autre pari, d’upres { 10), on pent dans ( 1 - ) rempiaeer A\ „ 
par f(V n ) lirde d<» (18), ee cpii domic, en developpanl par 
rapport a r.)-\ el nc'^ligonul. tes puissance's superiemvs, 

(i\)) AN'"-/(F o’-... 1 4- Ah’ -■ f 1 1 1 1 * ill 1. 

I -a foncliun 9(1)) eoutieul tons I os tonnes cm rn-, seeds rmisrnes. 

Ocivcloppons colte expression (iq) par la lurmule de Ta\loi\ an 
voisinage de l J V„, eVsl.-n-diro au voisina"e de la sphere, on 
aura 

(aoi AV f( Vn 1 ■+- c 1 1 V ( 1 )J\ Y tl i 1 91 N it 1. 

U - Vo cl 9(V|,) soul, de Turd re de ro a , on neglige les antres. 

( joinims f ( V r r> ) '=AV„, on aura encore cm compariuil nviro (17) 

(•Ml SA(IIY1S!| l' -V.i/’iV,, n- 9 . \ „ 1. , f f.. 

ou I’on n d’apres (10) el. ( 1 (> ) 

('*•*>.) 1 1 - V m h 1 to^c ,j'« o e ‘ 1, 

7 * 

112. Determination des coefficients du ddsveloppement . . ( )n 

fn>m .(>xprimer Its lermo en m' j an mown des fond inns sjdirtriques. 
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On a idenliquemcnl 


0 \ 1 ■> , I , 1 . a* 1 I i 

i a 3 ) - ( x- -t- r j ) — r/**+ t/* = — \ q H- 77 r- Yj 

a j 6 r 1 3 (> 


ou Y„=i cst une conslanie, fonction spherique d’ordre zero et 
Y 2 la fonction spherique du second ordre. 

La relation (21) devant el re rdalisee identiquement pour tous 
les poinLs, pour toutes les valeurs de r, 0, 9, on peut annuler terine 
a terme, Lous les coefficients de chaque fonction spherique Y«. 

i° Gnnsiddrons d’abord Y 0 =i, on aura 
1 ’-i,\ ) AH 11 = /llo -+~ ^ W" -~r -+- o ( V 11 ). 


Li 0 est une fonction de r seal, coniine p\ 1) el o>. D’ a pres (4). ill» 
sera une fonction dififerenlielle du second ordre de H», qui per- 
mettra de la determiner complelement, re qui sera fait an nuniem 
suivant. 


m" Les lermes en Y 2 nous donneronl ensiiili* 

1 i A( II V 2 1 = (ll ■+■ <•)« /•*) ^ ^ ... 

on pou I de inline eliminer Y 2 par (7) et 11 — <|(/’) sera determine 
egalement par une equation dififerenlielle du second ordre, 

Enfin, pour toutes les autres functions spheriques, on aura 

< •*(> 1 ACHY 1= HY— -) ll = o. 

/‘I) 


11 y a une solution dvidenlc H = o. On demontre qu’il n’y en a 
pas d ’a litres ( voir PoijvcarS, Figures d'equilibre , p. 64 ). 

Le ddvcloppemenl du potenliel, formule (16), sc rfdiiirn done, 
dans le cas des figures voisines de la sphere, a 

i'xn ) V = VoH- llo -+- Ho Y._>. 


113 . Les surfaces de niveau sont des ellipsoXdes. — Considerons 
un point M d’une couche spherique de la masse, avant la rotation, 
011 la densilo etait p et AV 0 = — : 4 rc/p- Par la rotation, cette 
couche de densite p sc d^forme, et Ic point materiel qui etait en M 
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vient en. M7. La densilti cn M sera alors, on appolanl £ lo (^place- 
ment normal d’un point d’une couchc 

p, = p — ^ dr = p — ~ dn = p — p'f. 


En multipliant Lous les tenues do colic relation par - /\ itf, cl on 
ddsignant par V Ic potenliel au point M, m\ In density cst p,, on 
aura, d’apres liquation de Poisson. 

(28) AV = AYn -4- 4 


Celle (k[ualion 

(n) 

( 29 ) 


donne la valour de £, mi chaque point, d’apres 
^A(H\) 

■ W>' 


Ce deplaccmenl, egnl a dv on dn, esl posilif on inSgal.il'. La 
deformation doit clre telle. quo lo volume ronferme dans la eoueho 
de density p re sic invariable. Dtisignons par r/cr lYdomenl de sur- 
face d’une couchc dVigale donsiLd, deplaeo de la quanlilc £. L’ele- 
menl de volume du. a la deformation sera £>/cr. L’inl/igrale sera 
(kendue a loule la surface splioriquo, on r sera considere coiiiiik 1 
conslanl. Coniine M os l fond ion nniquomonl de t\ on pourra 
dcrirc, d’apres ( 7 ), 

(3o) / ? dv = (». I 2 to II Y )d* - i: ■>(/■ 1 f \ ,h - ... 


Tous les tonnes s’annulenl stipartimenl, < I’a pros les propriolos 
des fonc lions spbdriques sauf le proinier on Y u ~; 1 el qui domic 
AH 0 =:o, d’ou, d’apres (4), 


At (u =s 


//Ml*, 

dr* 


•>. d llu 
r dr y 


II*. » V h 


It 

r 


L’ integrate g 6 me rule esl diMinio par les deux oonsiunles /V el lb 
Mais B esl. mil, atilremenl. lo poUmliel sera it inlini au centre 
d’apres (37), ce qui esl. impossible. Do memo a I’inlini V el V„ 
sonl mils, quelle quo soil la direction eonsidtVri'm, o’esi-a-diro quel 

que soit done H 0 esl mil dgalmnonl. at A, = o. 

On a done H 0 = o et [’Aquation (34 ) diUinil cp( V„ ) an se nkiui- 
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sant a 


<0 s /--£ H-9(V 0 ) = o, 


o(V 0 ) = — u>V 


£. 

D 


L’expression de£(a9) sc x'dduit doncalaseule valeur A(H 2 Y 2 ), 
cjui, d’apres (7), pout s’ exp rimer comme leproduit do Y* et d’une 
function dc /*. Comme p' csi dgalcnxent fonction de r soul, on peuL 
i^crirc 


(3i) 


t 


A(ll a Y t ) 

■Wp' 


Y 2 'H/‘> == 






;• dlanl Ic rayon dc la sphere corrcspondante de inline volume 
quo la surface d’dgale density considdrde, le rayon verleur 
r'(.v, r, z) de la no 11 voile surface sera, en m'igligeant £‘ J , 


/•' 2 •=(/•-+- 5 j 2 = /■* -H a /* t = /■* -+- ■> r 



l /• >, 


cost liquation d’une fnmillo d’ellipso’ides de rcvoluliou, avoc pel.il 
axe dirig6 suivant Os. 


I 14. Determination de l’aplatissement. Equation dilTerentieile 
de Clairaut. Extension de la demonstration an mouvement per- 
manent. — - K11 designanl par a c I. v le rayon equatorial oii z -- . o, 
el le rayon pnlaire mi = o, on pourra unripe < 7 , 

et r ~ r -| • f„, <*n t(»nanl comple du signe de f. L’aplatissement 
sera dcMini par J’expressiou 

( 3:0 r — = dnW/O — — rr • 

r r r 1 ■> 

Or, I’expression ( :>A) ) de £ sc; niduil a un soul tonne A ( I L Y ) 
dans (3i). On aura, d’apres (3a), 

n:n Ani s Y.,j= Wp's = 

Hn identiiianr. avec (:>,5), on aura 

( 3{ ) —/« l)r s Y = (ll ^ <.>a Y = 1 1 Y -+- - w 4 r 1 \ . 

Prenons le laplacion A de celte expresion. On aura A(r a Y a ) = o 7 
d’apres ( 1 ). En tfgnlant. cello nou voile valeur de A(HY) avec (33), 
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on obtienl 


i 35 i A< c IV- V ) = 3 p'rr ^ . 

Or r' 1 V a esl le polynoinc sph6rique P a . Appliquous la formule 
( 6) on faisant eD = U, liquation (35) deviendra, apres avoir 
supprim6 lo factem* comimin /*- Y, 


( 3fi ) 


'/-( 6' i) ) () f/( fc? U I ^ :> p f __ , „ 4'* IV 

dr* h r dr ~~ r 4 /• 


Lo dernier lernie ost ohlonu on reinplucant p' par sn valour u .'> ). 
fin dtWeloppoiU tos calculs on nbtient 

> 36') **"/• J> - 4 - u/r 1)'-+- >o 1 >' -t- IV' I) ~ u. 

G’esl I ’ equation de ClairaiU , qui donne I’aplalissoim'nl r do 
c ha quo coucho on fond ion do r ot do la donsite iiiommiiio I), par 
one Equation dilUVoniielle du second ordro. 

Liquation (3(V) pool encore sVerire on iutroduisanl £( i \ ) 

< >7 1 * /•<"'( 3 - - f > = \>Xc. 


On pool ramener l’equation do Clairaul an premier ordre par 
one transformation, an mo>en do la /auction dr littdau ( vnir 

n° 132). 

Remarque. — La demonstration do Poincare ri-dessiis, d ? apros 
la quelle dans l’equilihre rolatil ol on premiere approximation, les 
surfaces de niveau sonL ellipso id ales, pent sYuendre facilomont 
an cas du mouvemcnl permanent , aveo inaction des accelerations. 
Duns ce cas, on (diet, n° 48, Ins surfaces do niveau soul encore 
donnoes par la Icmnule (tf>) on la vilesso de rotation consinnlo m 
esi remplacee par la vitosse de rotation nioyenne tv, ainsi que dans 
les form ales summit**. II esl Loujours function de fa, on do tv, ot 
de /’ senl, et Louie la suite de la demonstration esl eonservee inle- 
gralement . 

Dans le cas d im moure/nent permanent quelaonque^ avec 
vilesse de rotation quolconque. on aura encore des surfaces ellip- 
so idales, a la seule condition quo les hearts des vitosses avec colies 
du premier cas soient de f ordro de la seconde approximation, 
on de «*. 
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1 15, Autre method© par le ddveloppement du potential. — - Con- 
si drirons uno surface rle niveau S, et, pour le calcul du potential V 
mi poini quelconque, sdparons la masse intcrieure a la surface S, 
la masse oxt^rioure. On pourra ^crire 

<■*») f lfh=ff£<k+J f ~ ch. 

f J v r J x r 


Kemplagous alors clans la dcmierc inlegrale, relative a la masse 
inldrioure, la density p par sa valour liree do (i3), n" 33. 


( 'll)) Alt — - - Z f p H- (•)-. 1 1 — \ H- - (»)-< ./•- H~ \. - \ — \ ' _i_ O. 

•} • " 

( hi aura 

( io) \ = f ft ,h + f I ,h - / f l Al : rh. 

Or, la (ornmle de Green, appliqiioe au\ deux fonclious I! el 
donne 

Al - 1 = f {' • '! - )>!*■ 

% ' v \ ' / / . * s \/* #/// //// /■ ' 


Vlais A - o, car ^ esl liarmoniqiie dans loul le \olmne, el la 

seeonde inlegrale esl. mil lc. Nous ealcuions lo pol.eul.icl en un poini 
suppose inlfjrieur a la surface S, on dans le volume V. II fan t alors, 

a cause du lenne - i <|iii devient inlim pour /* = r>, IVnlourer d 1 u n e 

|>(^l.ile sphere or, a Iaquelle on elcndra rinlograle de surface, en 
laisanl loud re <r vers zero, tm remplaeaiil done, dans la deuxieme 
inlegrale du srcond memhre, d S par d S -|- c/cr, on aura 

/ f * -J~ - (f/S + j/j|: t\ 71 \ l ' | — l ! I, 

0| esl la valour conslaulo de U sur la surface de niveau S, m Tiu- 
legrale esl. alors egale a 4 n- D’aulre parlU esl. sa valeur surer, ou 
au point P, quand a s’annule. On a le signe — car il fauL prendre 
la norm ale en sens inverse sur la polite sphere. On a done finale- 
ment 
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Porlons coltc valour dans (4°) on y remplacani V par sa valour, 
link* do (Sq), on a 


( 4 1 ) 


fft'k+'Z. f - th — fi 

' J v r 27 zjj r 1 7r t / s r 


<JV 

dn 


rfS = l i-l). 


La premiere in log rale rcprdsenlc Je potential cl u mix couches 
cxttfrieurcs a la surface S et an point P. La deuxieme represenle 
Je potcnliel du an volume inldrieur a la surface S, suppose rempli 
d’une masse do densit6 coixstanto 6gale a p~ 1 . Enfin la troisieme 
inltfgrale, d'apres la valour de la posaiileur n° 1M), peul sMcrire 

~gdS) clie represenle mi potential du a la surface S, sur laquelle 

on suppose rdparl.ie 11110 densile de surface egale a g. 

Dans l’inUSgralc inlerieure, a donsild constanlo <' l gale a 1 , on 
trace une sphere langenle inldrieurcment a la surface S, qui esl.de 
revolution. Son poteuticl an point P. supposed enlre S el cello sphere 

sera <5gal a i&) 3 R a X a , mi R usl. le rayon vocleur de P, el (4*) 
s’ecrira, F d&dgnanl. le volume compris enlre S et la sphere. 



— f f -<h- ~ 

w J \' f ‘ 4 j=./ s /■ 


< 1 S =(*i — ft) 2 1' 1 




Xu cst 1c polynome do Legendre, qui rernplneo ^ •> pour les sur- 
faces de revolution eL t csl. le rayon de In sphere. 

On remplaco nlors dans (4^) ~ par son dcveloppeinonl on lone- 
lions sph6riques. E 11 appelant R' le rayon du point variable 



0 


Les coefficients de chaque puissance de Rdoivent verifier lYiqua- 
tion (4a). Pour n = o, le second membre sera 6gal a 

U 1 — - <0- t l = consl . 


Pour e’est-a-dire pour R u , le second membre sera 

— ift) 3 R 3 X a . Enfin il sera mil, pour Louies les au Ires valours de /?. 
Tel csl le principe de la mdthode cxpos6e par M. Wavre sous le 
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nom do precede, uniforme dans IcGbapitrelV de Figures plane - 
taires et geodesic . Les ddveloppements ulldrieurs pour arriver 
aux r< 5 sullat.s pratiques, en premiere et seconde approximation, on 
sont ass ez longs et p&iiblcs, et no pcuvenl trouver place dans cel. 
exposed 

116 . Th6or£me de Stokes. Le potentiel k l’exterieur d’un astre 
ne depend pas de sa constitution interne. — Go potentiel k la sur- 
face, commc dans l’espace exlc'udeur, ne depend quedela forme de 
cello surface S, de la masse tolale dc^ Pas ire J\I el de sa vilcssc de 
rota l ion a>. 

E11 ellol sur In surface exlcrieure, qui esl uuc surface de niveau, 
on a 

(44) IJ = N -+- l - to- ( tv- H- y-) = A = consi. 

Sur la surface, la formule do la divergence, dans le eas d’uncfone- 
, <i\' , 

lion derivee -7—3 nous douno 
an 

thr= f’w j ? ,h- \ - / M . 

< h esl PoMmonl de volume, on Pintcgrale esl e lend tic a tout I’in- 
l( , »rieur. En tout poinl exlerieur on aura AV = o. 

Soil alors unc iiouvelle dislriluition inlerienre dcs densit^s, (jtii 
conserve la surface exlcrieure, commc* surface de niveau, el A 7 el 
V' les non voiles valours. Le Aqua lions prtjccidenles auront encore 
lieu, IleprAsenlons par VV la diflerenee des valours dti polentiol. 
Sur la surface exlcrieure on aura 

( 41 ) j \V= V~\'= V = const.. j th — o. 

Do plus, on aura AVV = o a Pexteriour, comme AV = o. 

La formule generate de la divergence, s’ecril pour vine fonclion 
vectorielle F quelcoiiquo 

( 4 7) f^ch = fy c is, 

est la divergence de cette fonction F, on sa derivtte par rapport 
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mi rayon vecteur cl FrfS esl lo produit algdbriquc du veclour F cl 
du vecleur dS, 616ment diffcrcnticl do la surface, oricnli!- positive- 
tnent suivant la normalo exterieure. 

Si F csl le produil d’une fonclion nlgebriquo IJ, par lo gradient 
d’une fonction algddn’ique V, on aura 


( 48 ; 


- r d\' 

‘ ~ U dr’ 


dV 

dr 


dr 1 


db 

fir dr 


d>\ 

fir * 


A\ . 


D’aulre pari, lc pruduil F dS pourrti sYterirc on remplaeunl dS 
par nda , uu da = | dS | est la grandeur do lVdt'unent c/S ol. n sa 
direction normalo positive, on aunt 


( 49 ' 


I-' ds = U >h. 

dr dn 


( j0 


Ces valeurs de (48) el (4p) purines dans ( 47 ) doniioni 

rdu av . d\ 




Si les deux functions l] eL V sunt ogales a W, «>n a 

. d\\ 


( 5i i 




fa. 


Les deux premieres inti^grales sunt (Head ties a mi volume r, 
enfermtS dans une surface quelconqne S, ii laquclle s’upplique la 
Iroisieme inlt'*grale. 

Prenons comme volume d’int^gration le volume eoinpris entre 
la surface exKirieure de Fastre S el une sphere S' de rayon Ires 
grand R, ayant lo rnfime centre quo la masse. La premiere inlfjgrale 
est nulle, avee AW = o, pour lout ce volume exK'irieur a la masse. 
L’int£gralc de surface devra sYttendrc a S eta S', I2n tenant comple 
ties conditions ci-dessus (46), on aura 


( W. i 



(h = ( \ — 



d\\ 

dn 


(fa \ 



f fa. 


Lu premiere inUigralo du second inembre esl nulle, d’upr&s ( 4<>). 
La seconde s’dcrira, d’apres ( 46 ) 6galemonl, 



V') 




<fa. 
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Or V et V ; sont de l’ordre de do Fordre de kt, ? ct da 

conlicnt R-. L’integrale du second niembre esl done de Ford re 
de ~ el lend vers y<*ro. quand 1\ lend vers Pinfmi. Lc second 

mcmbro de (5a) esl done nul pour tout Pespace extdrieur. L’int6- 
grale du premier membre etendue a tout Pespace doit done £tre 

nulle. If fan t. que Felement d’intdgration soil mil. Done W esl 

constant dans tout Pespace el cclle vtdour constante doit elre nulle 
car W esl nul a Finfini, oomme V et V', on doit done avoir 
V'-~: V, quel que soit la repartition interne des densiles. 

II s\msuil. que les inesurcs du pendule, fail.es a des altitudes 
difforenlcs, on bien les perturbations produil.es par les as Ires exle- 
riours no peuvenl rien nous apprendre sur retie distribution inte- 
rim re des < inn sites. 

*■ 

117. Extension du theoreme de Stokes. Chaque coefficient des 
termes du developpement du potentiel est un invariant. - Le 
potentiel, en nn poinl I > quelconquo, exlerieur a I’aslre. a la 
distance v de son centre, pen I so devclopper sous la forme 


(' V) i 


sY 


N„ .. M 

/■»*' 1 ' ' r 


r .s 


■ \ -» + . 


oil les V„ soul. exprinuVs au moyen des fcmclions sphdriques. l\ou.s 
donnons les deux premiers termes du developpement, pour un 
a sire de revolution de masse M, les moments d’inortie <Hanl A et C. 

Soil V' la valour de ce potentiel, an memo point, pour une 
aulre distribution des densiles. D’aprcs le theoreme de Stokes, on 
aura, en chaque poinl, 



o 


Or r depend du point P et les \ n de sa direction par les angles 0 
et cp dans les X„. Cette expression devant <Hre identiquemenl nulle 
en tout point de Pespace, il faut que les coefficients des fonctions 
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sph^riques soient 6 gaux pour los doux distributions des densiles 
et invariants ( 1 ). 

Le premier coefficient est la masse M, qui esl cvidommonl tin 
invariant. 

Le second coefficient esl la difference des moments d’inerlio 
C — A. Clairaulen premiere approximation, Airy, (lallandreau 
en seconde approximation, avaient dc\ja ddmoulre, que cello qnan- 
titd pouvait s’exprimer par les seules donnees superfieielles 


(M) 


3 n\i 7 ^ L = (ae_?)+ ( 3ea ' H ^ 5 ' 


i*>. 




c estle petit axe dc la Terre, a son nplnliscmciil. <p le riippnrl de 
la force centrifuge a FaUraction, et y le coefficient, qui mesnre la 
deformation de Pcllipsoide en seconde approximation. 

On peat d’ailieurs donner line dtfmonsiralion direele dc re 
thforeme. Les termes dn diWelopponieuI du polcnlirl pcnvenl 
s^crire 


( 56 ) 


i, = f sin O' //O' / X w r/9' / r. 

« /«» *Ji\ * i\ 


fjf'n I i ,//•'. 


p est la density en 1111 point inlerienr 0 \ y' ) par rappm l 

auquel est faite Fining-ration (Hendne a lout le volume, a x clanl la 
valour da rayon a la surface. X„(co.sy) = Y „( 0 , cp; o') depend 
de la position du point P' et de eelle du point P(/\ 0 , ^) pour 
lequel est calculi V . 

La premiere inUSgrale a droite pent sc clcvolnppcr en Cone lions 
sph6riquos 

yi n 1 

/ p f'uA 'i (fa ' 1 = - \ ^ \ | H- \ H- . . . . 


Eu portant dans ( 5 ( 5 ), F integration aunulo Ions les termes mi les 
indices sont difierents cl Foil a 


J r n r 'i* 

I sin O' < /O' / X„ Y n d^ 

(i 




•>. n 1 


( 1 j Alhx. Visuonnet, Extension dn thAoretne (le Stokes {dumpies rend us dr 
(' Academic des Sciences , iS octohre 19116), 

( 2 ) Memoire sur fa Iheorie de la figure des pi a notes, Ohsrrvaloiir. <]<< Paris, 
18%,. Hamt, Journal de Mathem 1890, p. m:>. 



CHAPITRE IX. 


PROBLfeME DE CLAIRAUT. 


Y ii est la valeur que preucl Y',, dans la direction 0, cp, du point P, 
quand on a iiitegr6 par rapport & <p' dc o i\ an et par rapport & Q' 
do o a 7i. Los limites d’ integration dtant constantcs, lcs r6sultats 
no dependent plus do 0' et <p' a l’interieur, rnais des seules valeurs 
r, 0. <p relatives an point P, qui pent 6tre pris sur la surface. 



\ 





r .?»3 a 3 



CHAPITRE X. 


RELATIONS KNTRB LA DBNSITft ET LBS APLATISSKMKNTS. 


118. Contenu du Chapitre. — Apres avoir etahli F equation dif- 
lerenlielle generate, denude flans Ic chnpitre prdeddenl, Clairaul 
avail dtabli les tommies pratiques, qni perniullniuul de ealruler 
raplatissemenl a la surface a I. sur I os dilldrenles couches internes. 
G’esl I’dlude de res formulas el des resultals quo Ton en lire, <|ui 
formenl I’nhjel. de re rliapilre. 

Glftiraut on avail, dnluil des limiles de raplalissemenl < j ti i onl 
ole ressorreos dans la suite. On pent y joinder Feludedes formules 
(Je d’Alembert sur la \aleur dos inomenls d’iitorlic. (jni fnurnironl 
(les limiles reinarcpuiblcs dans le clinpil.ro suivanl. 

On eludiera encore la determination <le Taplnli.vsemenl d(* la 
Terre par Taelion de la Luue, el la correction (pie peul npporlor 
la presence (It; I ’Ocean au-dessus de rdeoree. 

Oil remarqueru (|m*. loul.es les Commies de re rliapilre, elablies 
pour I’cquilibre relul.if, soul, valables pour le mnuvemenl perma- 
nent, ou la vilesse de rotation so rail variable (Tune roiielie a Paulre. 
Gela lieul. a ce qu’cn premiere approximation, les ooudilions rein- 
lives a Tequilibre des surfaces do niveau se Irouvenl loules rem~ 
plies par les surfaces ellipsoidales. 

1 19. Equation generate de Clairaut reliant les aplatissements 
a la vitesse de rotation. La formulo (iS) du Ghnpilre 8 donor 
la vilcssc de rolaliou o> sur la coucbe dual le pelil. axe esl r. Hn 
ddvcloppaul par rapporl a a el X( 7) el (ai), nngligeatU V el r‘-\ el 
remplagant X- par mc, valour en premiere* approximation, on 
obtieul In fonnule 
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a dfisignera dans ce chapiLre le petit, axe des couches ellipsoi'dulcs, 
e designs raplalissomcul snr la couche flout le petit axe est a , 
<*. r Paplalissomoul de la eouchc dont le petit axe est r, lirnito de 
I’iii Ldg ration. Celle form nicest valable du centre? a la surface, dans 
les conditions indiquees an Chapitrc VIII n° 97, quo la vitesse de 
rotation co soil la liidine on non. 

Ln integrant par parties on obtienl la forme classique, donn£c 
par Clairaul, an lion de relic en dp, doninto par la method o de 
M. llann, 


> 


» (•>- 

ITT/ 


— - ( pda * — — j den* 

'■v„ 'M, 1 



II Cant, remarquer qu’on negligeanl )/' ou e ' J , alors m ne depend 
quo de ia distance an centre f\ cl est inddpendanl de la latitude 
dans (i) el ( m). Lu mIcsso do rotation esl la menu* sue Ions les 
parallels de cheque surface cits niveau. 

On a \ u fPailleurs, n"97, que elait negligee hie, en premiere 

appro, rt nutl ion . Les surfaces ellipsoidales romplissenl done dans 
ce cas loiiles les conditions li ydrodynamiques d Y*quilihrr, anssi 
hien dans le mouvemeul permanenl que dans 1 e(|iiilibre relatiL 
anssi hien a\ee line vilesse dr rolalion u\ variable d’tino couch** 
a Panin*, qu'avec one menu 1 vilesse parlool. Ce dernier cas flail It* 
soul envisage par ( dairaul . 

[I est. inleressant d’inlroduire dans cello formula Je rapport 9 de 
la force centrifuge cl de Pa l traction, a la surface, rapport domic 
par PexpdriencoHvec unc grande precision, et la densite moj'onnoD, 
tie la masse contemn* dans la couche /*. On a les formules ( 1 ) 


cn 


1 « a <■>- a 
\ * f\ > 1 f! 


I) - 


f 




tin*. 


et en derivant <retlo derniero, par rapport a /*. 

(jy lo 3 D + HI 1 , I rlY. 

La form u le fa) devieut alors, I) dlaul la densite moyenne dc Pen- 


( l ) L’exprra-iion 9 ctaul tie t'ordra do e , on pent y niigligur I’aplatissemcnt, on 
premiere approximation, en negligeant e”. 
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s enable, 

(4) £ ( e l> — I ? L>,) = pden*-\-J p de. 

Les formules (i), (a), (4), sont trois formes equivalenles de 
IViqualion gdnrtralc dc ClairauL, reliant les Mmenl.s r,>, (>, p ? /• de 
chaque surface de niveau, elements qui petiventelre inns variables. 
Si Foil considere w, corame conslanl par example, on pourra cal- 
culcr l’aplalissemeut e de chaque concha el. de la surface, si Ton 
commit la loi des densities p. 


120. Les li mites des aplatissements. La formula (i) devieni 
a la surface ( 1 ), nvec /■ = i , 


(5) 




i ■ 


C\ Pi . 


Les indices i iiidiquenl. la valour des eldmenls a la surface. La 
formula (3), int^grete par parties, donne 


(G) 



I.) — p. 


En tenant compte de cette fonnulo el de ce que Ton a, du centre 
a la surface o < a-e < e { , on obtient la formula dc T inner and ( ,J ) 


(7) 



jp. 

e 


< i — 


T) 


Pi 

i>, 


o, 


■>']() < 


t 

e 


4<>t. 


En nrigligeanl p, densite a la surface, on relrotive la relation fondn- 
mcntale donnee par (llairaut, indcpendanlc des dens ties, enlre 
Paplalissemenl et le rapport de la force centrifuge (‘I de I’nUraetion, 


( 8 ) 


o 5 

* <e< V 


Pour la Terre on aurait a3o < i : e <; 077 . 

On aurait e = si a' x e = o, e’esi-a-dire : i° si toul.e la inulicre 


( l ) En tenant cornpln clu terme en pj fourni par l'cllfpsoYde de surface, d’aprtta . 
la mdlhode Ilamy, remarque n° G5, Chap. VI. 

( 3 ) Tisserand, Comptes rendu * , l. 09, i 8 &j, p. Spy tllhtlL ant., t. 1, i 88 /j, p. ^ 17 * 
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elail contleusee au centre, alors lous les a soraient mils, on a° si 
loul.es les couches inlerieures & Laienl sphtfriques, tons les e inuS- 
rieurs mils. Gc dernier cns ne poumiil avoir lieu quo pour une 
masse solido on une masse fluide sans rotation. 

On aurait r. = ^ <p, si i° a ' 1 e = c, a l’interieur coniine a la sur- 
face, c’esl le cas <les surfaces homofocales, on si a° 1 ’integrate se 
n'iduil. a lYddmcnL do surface corrcspondanl a p )? e'osl-adire si 
c/p—o, cas de Pellipsoitle homogene. 

Si la vilesse de rotation w est la mdme partout, civs deux li mites 
correspondent au cas de condensation totaleau centre, on d’hoino- 
gtWutiL 

On peuL calculer <p pour les planetcs dorit on conuait la vilesse 
de rotation. I /aplnlissement est compris enlre les limitos dimndes 

par Glairaut. II esl ion jours plus petit (pie -o. On on comdut 
((u’aurune planele ne pent elm homogene. 

Pour la Terre, le rapporL ~ est egal a 1,00. II est plus voisin 
de 4/.V (pie de a. La Terre in* pent pas avoir une Ires forte con- 
densation vers le centre. 

Pour Jupiter et Salome, ces rapports alleiguonl rl i,/|d/|. 

11 s se rapprorhenl de x. II doil done y avoir une condensation 
protioncee dans ces deux planetcs, coniine l’iinlique d’ailleurs la 
liable densile moyenne, on verra plus loin qu’on ne pent rondre 
eomplc de I’aplalisscmenl dc c<*s deux plane les que par une loi des 
dcnsiltvs doimant une inflexion et une sorte de noyau central. 

Pour la Term, la density superlicielle est egnle a environ la 

moilie de la densite moyenne. Le rapport ^ doit tUre compris 

entre 0,8 et i,/j d’apres (7). L’applalissemcnl doit elm compris 
enlre 1 /« 3 o" et i/ 4 o 3 '\ Telle est ^approximation que permel 
il’aiteindm cello premiere fornmle, inddpondaimnent de ionic 
mesurc gi'iod^sique. Les limites primitives de Glairaut dlaieiU a 3 o 
et 077. 


121. Liquation differentielle de Glairaut. Premieres transfor- 
mations. — En ddrivant Pequalion ( 1 ) par rapport a on obtient 


( 9 ) 


'i c/to- . de 
87c / ~dr “ hr H 



a 2 \ 


a 9 do. 


APPEL!.. — IV (2). 


10 
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On introduit ici l’bypo these rlo la rotation unifonue, com me mi 
corps solido, on faisanl = [/equation (<) ) pool sYoriro nlors 

/■" r" 

Min 1 ) tt r n-i \ r‘ r I — J j ((''e.tfrj. 

J r Jr 

En dcrivunt iijic seooude fois el leimnl oomple de ( .i ) el { ), on 
retpouve finnlemcnl. la formule dn u" I I t 

( 1 1 ) l>/ ,2 r w -Op/’/ (»(!> — p )e . — 'k /■ 1>V. 

Si la Loi dos densities p estdonnee, la loi des aplalissemenls <> sera 
donnee par cette Equation dillorejiLiellc du second ordn», en function 
de la variable /*. GYstlYqualion di Horen tie lie domino par Clairaut. 
Elio a line grande importance theorique (‘I a fail I’ohjel de Ires 
nombreux Lravanx. 

On a die re lie de di He rentes fa cons a simplifier retie equation 
difltircnliellc. Avaut la transformation de lladau, n° I3i2, qui la 
ramenc an premier ordre, il faut oiler cello rle Legendre <jui sup- 
prime lc terme en e’ . Elie a ete ulilisee par Airy ( 1 l 

Legendre consid^re Fexprossion eDr 1 . Une premiere <Ierivaiion 
par rapport a r donno, en tenanl complex des formules (3) et (,'>') 

( ^ I >/*•* >' J Dr* ! !l c.rj r-, 

Une scconde derivation donne Lrois des lermes de la formule ( i i ) 
-(cl)/' 3 ." JUr- 1 (» c'pc ' - (i e p i-.w'/’p'. 

En porlaut cette expression dans la formule ( i i ), Liquation do 
Claim u t sYcrira 

mi/ (>l>r' , ) w ~ (»H -l- rp f )3er - ^ + Dr 1 . 

Oil verrait facilemonl de nidmc, en faisanl les calouls, quYn 
pent lYeriro encore 

(H)" I /■'!)*(«/■)' !'=* !•>-)(«/•, 

ou 

[ ( e D )' r i] j'~ Hep'r*. 


( l ) Tisserand, Mecanique celeste, 2, p. 
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12 2 . Lois de variation des aplatissements internes. — i" On 
voit qiu 1 a-e as L mil au centre el onsuile posilif. On a done, an 
voisinage du centre, 

i a* e / ; - <> <; l r* e. r — a- e > <>. 

Los clcinenls do I’intogralo tie (9) soul done positifs el le res ten I 
(mi jours. On a e'> o. Le.s* aplatissements des couches de niveau 
sont toujours croissants du centre a la surf ace, dans line masse 
/l aide heterogene tour n ant (out d'une piece. C’esl le premier 
theoreme de Claim ul. 

On veil d’apres (9) qu ? ils sertml encore croissants, el plus vile 
t/ue dans V hypothese de Claim u l, si la vilessc de rotation des 
couches internes croil du centre a la surface*. O11 a done ainsi un 
moyen de faire varier Paplatissemcnt .superficial (heorique pour h* 
lain? cadrer twee l(*s mesures denudes par la geodesic. 

Les aplatisscmenls croitront nioius vile que dans rinpullio.se de 
(llairautsi h*s vilcsses soul decroissanles. 

K11 fin les aplatissements des couches internes seraient constants 
(Mi decroissants, si Ton avail mu* \arinlion 1 1 <* \ Hesses (idles quo 


1 1 ■> 1 


Hr/ <te \ 



:>. n l)eri\ons mainlenaul I equation ( v. ) par rapport a /’, cn 
iaisanl //«- . o, on ohtienl 


I it* - - re ) 




Le second meinhre esl. posilif. on a done 



<1. 


Les aplatissements varient de telle fatjon que L expression y 
est decroissant e du centre a la surface . (Pest le second ih (fo- 
rtune d(* ( dairaul. 

Kn (<inant com pie de ( 3 ) el ( 4 ) ^expression (i 3 ) pent encore 
sVcrire 

*) r ^ 

( 1 1) ) I > ( re ' •+■ '> e ') — ^ © 1J 1 -+- 3 / p tie. 
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En dErivanl de nouveau on retrouve FEquaLion diUTdrcntiolIo do 
Clairaut (i i). Voir n° 133 d'autres lois de vnrialion do e. 


423. L ? equation de d’Alembert relative aux moments d’inertie. 
— On a pour les moments d’inerlic d’un ellipsoidc de revolution 
les formulas commas, a (Uant le petit axe, A le moment par rap- 
port a T axe do rota lion, 

(i()j V ^mb- = _wp/r(n-X*K = 

I) = ~ m ( a- -h b' 1 ) = -- 1 - za a : H i -+- X 2 ) ( X- >. 

5 i a 


On en ddduit inunddiatement les moments d’incrtic d’une couclio 
ellipsoidale dldmcnlairo de donsile p. La difference dos deux 
moments d’inertie, cn uegligeant X 4 el prenauL X ,J =«^, s’oerira 


ucy 


d A — f/B = • zp dare 


En integrant du centre a la surface, on obliont immridiatomenl 
la relation 



Cette formula (17) a (U6 donate par d’Alembert (’). La valour 
de J csl donnee par Fastronomie el deduile das masures do pr6oos- 

sion avoc une grande precision, j = 3o5,3i. 

Celle expression doune une nouvelle relation outre les densities 
et les aplatisscmcnLs. La loi des densities elant donnee olio penned ra 
de calculcr Faplatissemcnt superliciel qui cadre avoc le nomhre J, 
011 avec la precession. Ge sera 1’aplalissement theorique donrs- 
pondanl a la precession, c’esl-a-dire a Faction exterieuro de la 
Lunc sur le renflernenl Equatorial. Cette formule permel done do 
relier Faplatissemcnt a la densitE au moyon <Fune donnEe puremon l 
astronomiquo. 

124. Les trois formules fondamentales. - - La formule gEue- 


( l ) Recherche* mr differ cals points important is du sysleme du m crude t 
t. 2, art. G, p. :>or, 
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rale (/\) s’ecrira a la surface on faisanl. U\ = i , 

( 1 8 ) (c — ~ o) 1 .) \ = p dea' 6 . 

Ellc perrnei do determiner tine autre valour de I’apl&tissomenl, 
connaissunl. la loi dos densities p, ct on fonclion du nombre <p 
dependant do I’aLlrucliou ot connuc dgalement avec preci- 
sion ^=:m 88 , 38 . Go sera Faplnlisseincnt. theorique correspondant 
a l'a Lira c lion. 

Cos deux relations pernietlent d’oliminer I’aplulisscnicntdu signe 
d’ integration. On a la relation 

< it)') -j --- i o) I)j = J j p d<t x \ 

On ohtienl l nplnlisscmcnl thoorique superiiciei e on (miction 
dos noinbres cp el J, par unc simple integration no porlanl quo sur 
(’expression de la loi des densiles p, el no nontenant, pas les 
nplalissemenls inlernes e. 

Les trois formulas (17), ( l H ), (iq) servironl separemenl dans 
les ealcnls pratiques pour determiner la valour do I’aplalisscment, 
qui cadrera avoo la precession el. .1 dans (17), on avec I’aUraclion 
el y dans (iN), etanl donnee une ccrtainc loi de density p. 

La formula ( i q) permellra dans le chapilre suivanl de calculer 
de iuj ii mites Ires importantes el Ires rcssorrccs, enlro lesquelies 
l’aplalisscnienL e. sera eompris el qui no depondra quo de cp el J. 

Reman/ tie. -- La forinulo (i(V) inttigrita, on tenant com pie 
de (iS) on Ton relahlira a J dans le second menibre, donne 



( )n a lire J de la formulo (17). Cos formulas doinieul les moments 
d' inertia de la Terreal lour difference qui estun invariant, n° 177 . 


125. Nouvelles limites de l’aplatissement. - - L’inUigrale de ( 19 ) 
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pent sVcriro en integrant par parlies, 

(2<M F| — / p£/rt-=p|H- f 

Jx 


Da memo la dens i to moyenne (()) peul s’eerire 



Comine on a a < i, I’axe polairo olnnl. pris pour unili\ on aura 
r* /•" 

( •> i ) I a* tty •< / f/o, Ki'/lh- 

Cette \aleur porl.ee dans (19) donne 

1 . . .. 

< :i >. ) e . - c -h t J. 1 : « ^ ’>.70, ». 

2 > 


CVsl line nouvelle limite de l aplalisseineiH, plus resseiTee- 
quo ~ 0, n" 120. 

La formulu (17 ), integree de inline par parlies, donne 

/•" /•" 

.1 S| -+“ .1 / e-'* ily = C\'J , -4” / f/ 3 * f l m 

■ 1 •'i 

Coniine les aplatisseiiienls soul. di'*oroissnnls on a c < c, <*1 

I'a’J) / rt 3 <? rfp ; ^ 1 / ft <Yo rl 

*A ‘•'1 

O11 a lira it pour la memo raison, e {) desigmml I’aplalissemenl 
central, a (Lou I’on lire 


puisque J O,. On obtient ainsi deux uouvelles limites de I’apla- 
lissement superficial, el line limite de Faplalissenuml central, 
inddpendantes de ioute Ini de density, eonnne cellos do ( jlairaul 


{ a5 ) 


C t \ V. J *».. Ci < - © T J, 

2 i 


/ — {<) ) . '}. 
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On a vii quo les limites do Clairaul etnienl a 3 u ct 077 donl. le 
rapport est a,f>. Lo nouveau rapport est i,i3. La consideration des 
momenls d’inerlie pcrmel de determiner mnllubiifttiquemenl deux 
limites de l aplalissiiuienl a i/8 4 * pres. 

La limilo r, > .1 a did signalde par Callandreau dans son Memoire 
stir la throrie de la figure das pianettes (Ohs. de Paris . t. 19 , E, 

i>- «*>)• 

On pent alien* plus loin el essayer de Irouver une expression de 
Papialisscment c, fond ion do © el.), mais inddpcndnnle de I’inLd- 
grale de (19) el de In density p. C/csl le probleine qu’ont. rdsolu 
liadnu et Poincare. 

Nous verrons dans le cliapilre suivanl, quo l’inldgrnlc de (19) 
pent s'exprimer aver une Ires grande* appmxinialiou, inddpen- 
dammenl de loule loi de densitds et an moyen des smiles denudes 
superficielles coniines. If. Poincare a determine une premiere 
limilo do cello expression el de /\ M. A. Vdronnel 011 a determine 
tine seconde exlrdmemenl rapprochde, qui n’en diflere pas de plus 
d’un millieine. Dans I’hypothese d’une rotation uniforme, hypo- 
these do Clairaul, Paplatissement da la 'Parra sa trouve ainsi 
determine it tm mi f llama pras par (as saulas f/onnees astronn- 
miquas et physiques . independu mutant de tout a tnasura geode- 
si qua. 


12 (>. La loi des aplatissements internes depend uniqueinent de 
la loi des densitds. - Gonsiddrons IVquation gdndralc de Clairaul, 
form tile (2), on dcri van t partout la variable r pour simplifier, on a 


i Ml) I 




7,r 


? fie r : ' 



Ouelles (pie soieul la loidesdensit.es el cello des aplatissements, 
com me on no /• / 1 . on pent les supposer ddveloppdes suivanl 
les puissances de r 

1 ’>7 i p — l 1 -+- a 1 r -H a 3 /•- 4- . . . ), e »(.i ■+■ Pt r H- p s r- 

011 p (l el e {) soul la donsild el l'aplatissemenl au centre. 

En porlanl ces valours dans (26) et integrant on obtieudra une 
expression de la forme 


728 | 
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On oblient facilement I’expression de o ha cun dos coefficients /»• 
on fonclion des a ot des ( 3 . 

Si Ton suppose la vitesse do relation consume, il faul. annulor 
chacun des coefficients /r, except^ A' () . On a 


A 0 — T "jr £ [3i ^ f -+- ” 3. \ -H -j ~+~ • ■ • ^ ^ -- H- ,j Ot | -+- . . . ^ H- . . , 


Xl - ( PiH_ ?“• ) ~ {?, pi ii *■ ) + ?> pi = 


pH- 7«i = <*, 


(*9) 


/,*/, -i- iiy 


r »/y p// -/J — 


// ( // 




En faisant /r, = o, on obtient ( 3 ., = — 


i 


<*!• 


En annulant /r a , on determine ( 3 2 en function do a, ot do oc a el 
ainsi de suite. De plus loules cos valours sunt dftlerm intros 
l in&ctiremenl . 11 n’y a tou jours cju’mie sonic solution pnrfailcmcnl 
d6termin<te. 


Si done on so donne La loi dos densities on en d< f uluira <*c; 1 des 
aplatissements ct r^ciproquemenl. 

Si Ton suppose que la vitesse do rotation dos couches internes 
n est pas partout. la mdmo, on £crira la loi des vitesses de rotation 
d’une fagon analogue 


(3o) 


o> 4 = (0 jt I - 4 - Vi /■ -h Ya r 2 ■+•...), 



11 faudra connaitre, ou se donner, deux des lois donnant p, r y 
ou co" pour determiner la troisieme. II est plus matured de supposor 
connue la loi des densities p, car il sera plus facile de fairo dos 
hypotheses, ou des mesures, sur cello donmto physique. 

On peut supposer par exemple la density p, a la surface ot la 
density moyenne D, suffisamment coniines, co qui pcrmel. do 
determiner denx des paramelrcs p„, « 9 , . . . do Impression do p 

dans (27). On peut supposer tons los a mils, saufa*, ot 1 W oblient 
la formule de Roche 


( l ' P — pxi ( 1 — a r 2 ), pi = po(i — a ). 

La couibe des density est represented pat- unu para bole ayanl son 
sommet au centre. Les deux coefficients p« et « sont compel onion t 
ddlernimfo par les valeurs exp<5rimenlnles p, elD,, co qni no laisso 
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peut-etre [>iis ass ez do souplesse a la formule pom* representor les 
u u Ires donnoes.. On suit que p M densite ala surface, esl determine 
par I’oxpdricnce d’Airy ct doit verifier la formule de I’accroissc- 
mentdo la posunteur avoc la profondeur. 

Si im contraire on annulc tons les coefficients a, sauf v. n qu’on 
laisso indelermim'*, on ahoutil a la formule d(* Lipschitz a trois 
para metres. 

( 3a » o — p„f i — i r « ), 1 > = a,, ^ i — -——ti • 

On pout determiner p ol a pur p, et D., el fa ire varier n de o a go. 
La loi cles densites varicru en memo temps depuis l’l)omog£ndit£ 
parfaite jusqu’u uno certaine condensation, qui n’est d’ailleurs 
jamais lotalc. De plus on verrait facilemenl qu’avcc eelto l'ornuile 
tons les (3 soul, nuls, sauf les multiples de n dans Texpression de e. 


127. Formule de Hennessy. Parametre de condensation de 
Callandreau. - Dans le eas d’mic rotalion imiforine, on con- 
slant. on a 

..... <•)- . 

(33) /mo'ii o„. 

Or 

3 (o - 

* ~ ‘ 

De plus on pent ecrire 


Dt = poi.i ■+• * ). (?, ✓*„( i ■+■ ji). 


oil a est la valour d’lmc serie formeo avee les 2 , cl (3 est urn? sdric 
formic avee les (3 ot par consequent a ussi avoc les y . On oblienl 
alors faeilemenl ^expression 




cp ii+a)(i + \ 1 ) 
/»« 






On voit quo I’uplatisscnient superficiel e t est proporlionnel a cp 
et uniquoment fonction des a et par consequent de la density p. 

Les formules de Glairaut montraient diVja que la loi de variation 
des aplalissements ne d&pend que de celle des densites . On voit 
de plus ici qu’clle en depend lineairement , avee une solution 
unique . Enfin V aplatissement. superficiel c, est proporlionnel au 
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rapport <p de la force centrifuge a V attraction (* ), c’est-a-diro 
proportions! an rapport de w 52 a D,. 

Sur un astre, autre quo la Terre, en y supposant la memo loi de 
density, l’aplatisscinent serai t parfaitement <J<Heruiin<£ par la 
eonnaissance de <p. Si 1’aplatissemeut mesim; n’est pas le inline 
e’est que la repartition des densiles a l’inldrietir v esl rerlainement 
diil'drenLc. 

Le rapport - a pour valeur i,n 3 pour la Terre el 1,406 el i 

pour Jupiter el Salurne. Ces valours iiuliquent pour Jupiter el 
Salurne un elal do condensation analogue, mais Ires dilftrcnt 
de eelui dela Terre. Nous verrons que la valour rein live des densi ttfs 
superficiellcs doit y Strc beaueoup plus fai bio que sur la Terre. 

Hennessy qui a donne la form tile ( 34 ) a calculi raplatissenienl 
de la planete Mars en y supposant la memo loi de density que pour 
la Terre. 11 trouve — en prennnt — ^-77.? itombre de Kaye, pour 
eelui de la Terre. 11 monlre qu’il est en assess bon accord avec le 
no mb re ^ dednit par G. A. Young des observations de cetle 

planete. On pourrait, en conclure que la constitulion inlorne <le la 
planete Mars esl voisine de cello de la Terre. 

On verra au cliapitre suivaul que la lbnclion F(p) de ( 34 ) 
de Hennessy n’est pas autre chose que ^ ? ou 0, esl la variable 

de Radau. que Gallandreau a nppcld precistfinent le parametre de 
condensation . Pour la Terre la valour de yj, est o.f>K, die esl 
de i ,64 eL i, 5 y pour Jupiter et Salurne. 

En admettant. que la loi des density, et par consequent F( t o> 
de ( 34 ), soil la memo pour Jupiter el Salurne que pour la Terre, 
on obtient, on designant par i’indicc 1 lcs elements relalifs a la 
Terre et © = 1 : 47 (Slant la valour sur Jupiter 

__ __ 1 

’ ~ 1 fi ” *97 4t" ~ Tm ‘ 


( 1 ) Laplace ( Mecanique celeste) avail dAjb signal^ quo e proportionnei 
a <p, si la loi des densi tes <Hait la inArne, et irulique, comment on pouvait ddduirr 
I’aplatis^ernent de Jupiter de eelui de la Terre dans cette hypothec. (Test «n 
reprenant la mAine idee que <1. If. Darwin montre que la loi des densites de 
l-uplace ne permit pas dVvpliquer I’aplatissemont de Jupiter (Monthly Notices 
1876). 
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L/aplatissemenl dc Jupiter serai tde i : 48,4 lieu de 1:17.1 soil 
pres dc trois fo is plus petit. Pour Saturne on obtiendrail de memo 
1 : 26,4 au lieu de 1 19,2, valeur rigalemenl irois fois trop petite. 
Pa loi de repartition dos density a Pint^rieur de Jupiter e,t de 
Saturne esl done ires dill Trento de ce qu’ellc cst pour la Terre. 

Supposons que la loi dos densites de Saturne soil la nienie quo 
cello dc Jupiter, nous anions pour son aplatissement 

17. 1 i).'» 

IMous retrouvons a 0,0 1 pres I’apla tissemenl ohsene. La loi dos 
densites pour Jupiter et Saturne doit el.ro la memo, eomme elle 
semble dire la inline pour la Terre cl Mars, mais olle doil dtre ires 
difiVircnle pour ces deux groupus de planetes. Les deux grosses 
planetes doivent avoir une condensation plus prononcee que la 
Terre, une sorle de noyau central a plus furle densite, onion re 
d'unc envcloppe superlieielle ]>1 ns legere. 


128 . Limit es de 1 ’ aplatissement et de la densite au centre. -- 
OfilLe question a d to dludice par Slielljes, Uadau, A. \ eronnet ( l ). 
La fonnule (17) montre que .1 pent dire considere eomme une 
\uleur inoyonne de o, lou jours croissante du eenlre a la sur- 
face. On pent done eerire eoinim* on a vn n° 125 

aw J f*\ et — 

C(. 


De plus la fonnule (i 5 ) s’ecrilau centre 

f> 3 r ’ 

/ ‘to ) ^o?o= 7 0 h 1 -f- - / s tie, 

I '-*■ */„ 

Homme on a dc o du centre* a la surface, 11" 

:i D, 

I 11 )) c«> 7 ® t 


7 ? i»i : 

I Co 


a f 
4 J 


122, on eu t 


( l ) Stiki.tjes, But. astr 1. 1 , j>. cl Archive* neerland., L. 19 . Radau, Bui. 
mtr t. 2 , p. 1 09. Tisskhanii, Mer. re/., t. 2 , p. ftrsC. A. Vkronnet, Journ . de 
Math 1912, chap, VII. 

Voir aussi M. Haney, lie marques sur la theorie generate de la figure des 
planetes (Journal de Mathem ,, 1890, p. xaftj. 
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Comme on a <? 0 <^ on pent remplaccr e a par <?, dans cello 
deraidre expression, on obtient p 0 > 7,07. 

C’est la premiere limile de In densite ccnlrale obienue par 
Stielljes. 

On a aussi 

( 37 ) pi < r, — f*„ )< C p de. - ; pi ( /'i — 6*0 ). 


En portant la premiere indgalild dans ( 35 ) on obtient 


(38) 


p<\ 



li 

"0 



En rcmpla^nnt ici e {) par J qui esl plus grand, on a encore 


( 39 ) 


*> ? 
7 J 





En ne tenant comple quo du premier Lermo, en dehors de loulo 
hypolhese sur I’aplalissemcnL e el la densite stiperlieielle p, on 
a p 0 > 7 , 36 . 

En fa is ant 1 :e = •mj 7 el pi compris on Ire « el 3 la limile do p„ 
resle comprise entre 7,44 et 7,46. 

Stielljes et Radau diimonLronl nussi que I’on a l’indgalilti 

i pn — o, ) S (F| — pi )•*’> ( D|— p, ) :i 

on prenant IJ,~ 5,56 el F, = 4,74 elant I’ini^grale de (i<)) on 
obtient po > 7.3 pour p ( = a,o et. p 0 ]> 7,4a pour p, '<,(>. 

Si p"< o on a encore (Stielljes) 

pi < 3 F — 9 . D = 3 , 1 Oj 
pn < I o H — 9 F ” I '.>,,<)/[• 


Si Ton porte dans ( 35 ) la scconde dess indgalitcs ( 37 ) on obtienl 
11110 limile superieure de p 0 , qui depend de e n 


(4 o) 


2 yPi b 
a 5 <?o — 3^i 


En donnanl an rapport e, :<? 0 dillereiUes ya lours, les formulas ( 38 ) 
el (40) donnont les deux valours limites entre Icsqucllos la densite 
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centra le rcslc comprise 

b 1,1- 1,2. 1,3. 1,4. 1,5. 

po < 1 2 ) 06 17,66 >4,70 42, 3 o 

Po > 7 s °5 9,10 10,12 ii, 14 12,16 

On nepeul pas songer a cHablir une limile supdrieuro de la den- 


sit.6, indipendante dee 0 , car thioriqucment la density peutdevenir 
aussi grande quo Ton voudra au centre. 

Les Lrois formules ci-dessus (17), (18), (19) permeltent de 
resoudre eomplelemenl le probleme de I’aplatissement en fonction 
de la loi des densitds. En prenant la loi de Lipschitz a trols para- 
metres cl faisanl 1 : e , = 297, on oblient pour les valours de la 
density centrale p„ qui correspondent a la density superficielle p f 
les valours suivantos : 


Pi 2,0. 2,2. 2,1. 2,6. 2,8. 3,0. 

Po 9,70 10,26 11,07 I2,3<) 16.0H 22,62 


La formule de Roche, qui rend asscz bien comple dcs difl'6 rents 
tails constates, donnc p n r=io. 5 a. La densil/* cenlrale scrait pra- 
tiquemcnt comprise entre 10 cl 23 cl probablcmenl voisine de 10,5. 
11 s’agil ici de la dcnsiic ceutrale nmyennv, c’esl-a-dire cello d’une 
certaine sphere enlourani le centre. 11 soluble ainsi (| ue les melaux 
lourds, coiniiK! le plnliuc, no doivent pas former une masse con- 
siderable. Nous vemmsau ( lhapilre XI V quelles sonl les conslantes 
de la (brm ule de Roche qui convicnnont le mieux. 

129 . Determination de Paplatissement de la Terre par les 
observations de la Lime. — [/attraction de la Lime sur le ronflc- 
ment dqualorial, qui determine le mouvernenl de la precession, 
pcrmcl. de dtUorminer la valour de ce renllcment, cm raplalisscrnent 
en lbneliondu rapport d’incrlic J, n° J 23 , formulo (17)- RAcipro- 
([uemeul le rcnllcmcnl equatorial de la Terre agit sur la Lune 
el produit sur son mouvoment des perturbations qui perinellonl 
de calculer aussi cet uplulisscmcnl. 

Ces perturbations 011L ete caloiildcs par Laplace, Hansen, 
Hill ( , ). Deux seulement sout sensiblcs el a pen pres egales, ce 


(»} Ilnx, Lunar inuq utilities due to the ellipticity of the Earthy Washington, 
i88/{. Laplace avail monird dans sa theorie des satellites do Jupiter (Mdc. cel., 
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sont celles relatives a la longitude Let a la latitude /. La periodede 
la perturbation <5L de la longitude est de 1 8 an.? ~ * c'esUa-dire cello 

de la nutation. La ptiriodc de la perturbation <5/ de la latitude esl 
celle du mois lunaire. Ellc! esl. beaucoup plus facile a determiner. 
G’esl la seule qui a etc ulilisee. Riles dependent dhullcurs des 
monies (dements. 

La perturbation do la latitude due au renllcmenl equatorial esl 
donnee par la formula 

S/ ■= — ’•j.'yU)" _ “ V ) 

oil D est la longitude moyenne do la Lime complee a partir d(* 
l’6quinoxc mobile. A el R sont les moments d’inertic, M la masse 
de la Torre, h son grand axe. La seconde relation se deduil. de la 
premiere par la formula de la remarque du n° I2i. 

Hanson a montre de plus qua Pad ion dcs planetes sur la Torre 
et la Lunc produitdes inegaliles qui ajoutoi.it — o\ tt-f* 1 an eoefli- 
eient de sin I). Cette correction esl importnnle, car retie dillVuMHiee 
do o ff ,a introduit uno difference de 5 unites dans Pin verse do 
Paplatisscmenl calculi; par la formulc ci-dessus. 

La formulc complete s’cerira clone 

o / = — | i 9 ) -h <»".*>. \u J sin h. 

llansen a Irouve (|iie, (Papres les observations dr la Luue, le 
coefficient de sin D est ogal a On on conelut i :<• 

nombro en rapport avec les plus rrtcontos determinations ( Ifelmcrl, 
Hay ford) et avec Paplat.issemcnt thoorique qui cadre avec Paltrae- 
tion et la precession. 

Faye au contrairo trouve re coeflicient ogal a <S /; , 5<), d’apres le.s 
observations de Greenwich (')• H en conelul. uu aplalissement 
i : e = 392,6, analogue a eelui qu’il avail deduil. des mcsim k s 
gcod6siques. 


l. 4 , arl. 27; quo le rapport tics axes do Jupiter pout ijlre nlilenu aver. plus do 
precision qua par l’obscrvation dimao, au rnoyen dcs mouveinent* dcs imuuls cl 
des apsides des orliitcs des satellites. 

{') Fayr, ('ours d' Astronomic, t. p. 
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On veil ij ne lo coefficient en question pent varier do o\a et n’est 
pas dcHcrniinri aver assez de precision. Hclmert donne pour la 
valour de e dclerirunee par cetle ratHhode i :e = ^(>7,8 zb 2 a 
deux unites pres ( 1 ). E 11 somme, chaque gdodt'jsien a lirtf de la 
Lunc 11 n<^ eon firm nlion de ses mesures g^od^siqiio.s. 


I 110. L’aplatissement superficial et Tocean. — On a vu plus 
haul, les trois formules fond amenta les (17), (18), (i<)) qui peuvent 
determiner I’aplalissemcnt superficiel et la loi des aplatissements 
on function de la loi des densit&s. Mais pratiqucmonl, sur la 
Terre. la density de la eouehc superficielle esl nial dofinie, ear 

idle .so compose pour les 7 do I’oau des mers el pour Paulre quart 
du sol des con lineals. 

Dans une loi ina tlu'-ma ti<(ue 9 coin me cello de lloche, cetle den- 
sile superficielle doil varier d’lme (aeon continue avec la densile 
sous-jacento. El 1 e donne l aplatisscinent d une tfcorco, supposce 
reguliero, et qui serail recouverte cgulcmeiil par ( ocean. Esl-ce 
quo rnplatissement de la surface des mors, determiner par la g< f, o- 
desie dilferera sousildomoul de Pnplalisscment de 1’ecorcr solide 
calcuh'*e par les form ulcs ? 

D’apres la methode <lc cnlcul d llam\. on veil. quo les forimilcs 
de (llairaul son! applicnbles pour des couches de densile discon- 
tinues. 

(ionsiderons alors la formule (in), on i’inlegrah* sera supposce 
appliquee seulement a la couclie formcc par (’ocean, de densil('*p,, 
le noyau sous-jacent ayanl un rayon rgal a r, un aplatissement e. mu 1 

densile nioyenne I). En remplncanl par la variable de Hndnu r,. 
nous pou rrons lYmriro 


(in 


( Y| -+-•>) I > C 


c& 1 > I — Oj 


I), tvs t la densile mo venue lolale, > compris Tocean, de esl la 
variation de l’nplalissomenl en passant de la surface do lYcorce a 
la surface de Toct'am. Ilemplaeons c. yj, D parlours valours 

r — <?| — D = D 1 — <71 ), '<i = r r\ 1 — th {1 


(' 1 ) IIi-:r.MKRT, Hoherti (loo (lit sic, t. 2, p. \ 7 .‘ 5 . 
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d \ ) est calcule d’apres la correction de la d onsite inoycnue on 
ajoutantla couche de Toc6an dVpaisscur dr. Le <hi est calculi 
d’apres la formulo differenlielle du Glairaul-lAadau (/\) ('n° *1112). 
On a 

f\ — Tji = dr { — I>.£('n I ) 'f\(. r l H-* *i ) | *— ■ 


Ln portant ces valeurs dans (40, on obliciU simplemeni 


(fa) 


de dr 
~e~\ ~ ^ ~ 


re 
c i 


1 -'ll 


valeur de de. ind^pendanle dos dcnsitds p 1 el D 1 de la Terre el de 
Toc6an, el qui sc d^duil direclernenl dc*. la definition de rj. 

La formule (4a) pcut encore s’ccriro 

d l — — 1 ~ Ili 

e e c e x r 

Pour la Terre y] | =0,570, e K = 1 : 297, /• = <>:>70 km , el. la pmfon- 
deur moyenne des mers est de 36 oo m . La correction d- t de Tin- 

verse de Paplatissemcnt 297, apportde par Toctfan sernit setile- 
ment de 0,1 el negligeable, car ellc os l au-dossous des errcnrs des 
mesures geod^siques. 
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131 . Expose du problem©. - Les tommies dr Clniraul, 
etudioes dans lo chapilre precedent, avaicnL consULue, pendant uu 
siecle et dcmi, a peu pres inul.cs nos connaissancc theoriques sur 
I’aplatissemcnt de la Terre. 

Les deux limites lixees par Claim ill, independanles de Louie 
lijpoLli6.su sur la loi des densities a l’ml6ricur de la Terre, ren- 
fcnuaicul I’inversc de I’apla lisscmenl entre les no mb res a 3 o 
el 077, bases uniquemenl sur la valour de 9. Jusqu’au milieu du 
xix 0 siecle, jusqu’a Bessel ( 1 84 a ) , cuss limiles, quoique assez 
vagues, donna ienl des i*6sultals plus precis encore <[tie les mesures 
gdodesi ([lifts. On a vu dans le cliapitre precedent, quo ces 
nombres limites furcnL ramenes a 370 el 3 o 5 . a la lin d 11 xix" siecle. 
Les mesures geodesiques commencaienl a depasser la precision de 
ces limites. Kayo el Clarke donnaienl 393 eL 393, a ([uelques 
unites pres. 

Un simple eliangemenl de variable inlroduit par lladau, a 
[tennis alors a 11 . Poincare de determiner unc nouvelle limite 
fondametUale , exlrdincmenl rcmarquable 1 : e >> 397, 1 o, ( ; ga le- 
nient independante de louie loi de densite. Les limites etaient 
ramen6es a 397 et 3 o 5 , etexcluaientles no mb res do Clarke et Faye. 

Les limites de Clairaul dependaient uniquement du rapport de 
la force centrifuge et de 1 ’aLLraction. Celle de Poincare (Hail basee 
011 plus sur la valeur du rapport des moments d’incrlic dc la 
Terre, nombre . 1 , formule (19) du cliapitre precedent, nombre 
donn6 par les observations asLronomiques de la precession, Lc 
probleme de Poincare consisle a determiner les limites de Fapla- 
tissement, qui dependent a la fois de cp et dc J par V equation (19) 
du chapilre precedent. 

APPEM.. — IV ( 2 ). 


n 
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En 1912, Alex V^ronnel dans sa These (') demonlruil quo la 
fonction n £tait toujours croissante pour la Terre. Sa valour a la 
surface 4tait un maximum, qui didorminait uno nouvelh: limUr 
fondamentale de Finverse do Faplalissemenl 1 : <? <; ay 7,89. Go 
nombre 6tait done ddfinipar ces douxlimilosa l\ dixiemes pros, o,d. 
De plus les calculs numdriques el pratiques fails aveo loul.es les 
lois de densities connucs (a 5 determinations);, donnenl un nVsullal 
concordant, beaucoup plus precis encore, a o,od pros. 

Ge sont tous les rdsultals do ces calculs, iheoriquos el. pratiques, 
qui sont exposes dans ce chapitre. 

On voit que ces resultats nrrivenl. u d<'»passcr de nomeau, 
comme an lemps de Glairaut, la precision dos mesures grinds 
siques. Ils sont bas6s sur des mesures physiques, cello do la 
pesanteur par Ie pendule, nombre cp, ol sur dos mesures aslrono- 
miques, precession et nombre J, qui nous donnenl f> ehillVes 
exacts. II est remarquable de voir common!. 00s mesures, etran- 
geres a la question de Paplatisscment, out permis de le mesurer 
dhme facon precise par des deductions puremont mnlhemaliqurs. 

Gependanl les nombres obtenus ne le soul qu'en premiere 
approximation ct sont bases sur renames by pol hoses, nmiiim la 
rotation uniform e de la Terre. Nous vemms dans les ehapitrrs 
suivants, les modifications apporlrics par (’etude des fommlo.s on 
seconde approximation et par les autres hypotheses. Si la (i^odosio 
fixait la valeur de Faplatissemeut en dehors dos nombres delrr- 
mmt-s par les premieres hypotheses, il landrail reeourir mix autres 
hypotheses pour Fexpliquer. Ce serait loujours one prreisi on noii- 
velle introduite dans nos connaissances. 


132 . Liquation diff^rentielle Clairaut-Radau. — I /equation 
diffiSrentielle du second ordre en e" de Glairaut, formule (11) 
(n° 121), a <k<$ramen<$e anno Equation dillerenticlle du premier 
ordre par Radau, en posant 

^ * 0 — •—} r-r\ = 7] — -n- -| 1- .... 

e t! 


(') Rotation de I'eUi.psoide Ut&rogkne H figure du la Term < Journal da 
Matfiematiques pures et appliquees, iqiw). 
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L’ equation difF6renlielle devienl 

(:>- ) I >rr\ -|- Dt\ 4 — Dt] -f- (i p -q -|- \i r D # = o. 

On pent la simplifier encore cn utilisant la fonclion £ analogue 
a y 3, introduil.o par Lipschilz el Tisserand (*) 



La seconde forme on p et D esl ddriv(' i e de la premiere au moyen 
des forimiles ( 3 )', Cliapitre X, n" 119 . 

L* equation diHerenlielie s’oxprimo alors au moyen des scules 
fond ions yj el £ 

<|l /'T,' ■ Tjf Tj r - l ) — u ( Yj | ■ I ) = O. 

133 . La fonction de Badau. Ses limites, variation des aplatisse- 
sementa intdrieurs. — {/expression — avail (He eonsidtSrde 

par Poincare el Callandreau. il y a avanlage a ruliliscr sysle- 
mnliquemcnl. Au centre d’une masse* hblerogene on a Loujours 
!):.^p — p 0 cl 5 = ( -). A la surface si p, - <», el eu dehors de 

la masse, on a £ = 3. (lelle variable £ esl comprise enlre o (*l 3, 

4)0 il 

{ j ) o < p < I >, n < £ 3. 

La variable n a les metrics limiles oel 3 . La formule (9)011(10), 
Chapitre X, inonlre quo e el par consequent n est positif dans 
J’hypollicse 1 1’ une ru la lion uniforme. 

La premiere integrate de (10) pent s’ecrire r ;i D£ d’apres (6), 
(lliapilre X, el la formule (10) devienl. 

((»') (5 - r^' IV 5 =; 3 I tr' r dp. 

'r 

Le second membre os 1. positif, car dp croit de r a o. On a done 


(«) Journal de Crelle , n" 02 et Coniptes rendus t. 99 , 1884, p. 577. 

( 3 ) Sauf toulcfois si la density varie infiniment vile vers le centre p' = 00 vers le 
centre, dp A <> et I) ~A p- Alors K n’est pas nul. Ge cas a lieu quand la loi des 
densities a la forme p r n = const., au moins vers le centre. Poincare n’a pas con- 
sidern cn cas partintilier dans ses calculs tluioriqucs. 
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5 >yj. Finalement. les iimites do % ct r\ .soul, donntfes par la relation 
(7) «> < *n< C < 

L’imSgalite y? < 3 a signalde par Poincare, les a litres pm* 
Callandreau ('). L’inAgalitd Ires importanlo yj < £ n^n pas AA.& uti- 
lis&e par Po incartS qui soluble l’avoir ignoree. 

Dans quels cas los limit.es sont-ellcs allcintcs ? Pour avoir rj = o, 
c’est-a-dire e = o, sur une surface quelconque, il faut, <l’apres(()), 
n” 121, avoir /’-*<?,. = on e/p =o pour toul.es les couches inlc- 
rieures a ceLle surfaces La premiere hypothesis esl. impossible, car 
ci' 2 e tend vers zAvo au centre. II faiitilonc avoir dp = o, c’esL-a-dirn 
que Louie la masse inl^rieure soil homogene. Ri'iciproqucmenl 
si toute la masse est hoinogene, on a p = D el. £ = o d’apres (3), 
puis yj = £ = o d’apres ( 6 ). 

Pour avoir yj =.- £, sur one surface da\e poluirc /•, il faut 
d’apres ((i) quo l’inl6grale du second inembrc soil nulle, e’est- 
a-dire que les couches inlerieures a cetli* surface; soiiu.it sphririques 
c j = o, on bien que Foil ait dp = o. Le dernier cas se divise en 
deux autres. Ou bien il y a homogiWul.e, alors p = 1) el 
C’est 1c promier cas. On bien il y a concentration tolale, alors 
p = o cL yj = £ = 3. La reciproque est egalomeiiL vraie. 

La formule (i.H), n“ 122, pent srtcrirp 




(3 — y, ) Dr/- 1 



Elle mouLrc iimiiedialemenl que yj resle iniVirieure a le second 
iiiembre 6lanL essentiellenicnl positif. 

Au centre de la masse on a loujour.s re ' = o et n o, d’apres 
la formule ( i o) (Chap. X). Mais il faut fa ire la imbue restriction 
que ci-dessus pour £. La valour do yj n’est pas nolle an centre si la 
density ;y varie infiaiment vile, dp ^ o. Ge cas n’a pas MA consider^ 
par H. Poincare, comma (Slant pureincnt thdorique. 

A la surface la valeur de rj sci*a dounee par (8), en preuant 
pour la valeur de 1’inUjgraIe la formule (i8), n° 121. On obticiH 
alors a la surface 

(9) yh«2 2-«. 


( 1 ) Bui. astr t. V, p, f\ 74. 
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On pout remarquer que les limites extremes de yj*, c 5 est-a-dire o 
et 3 redonncnt les limites extremes de e donndes par Clairaul, 
formule ( 8 ), n <J 120 , el; dans les m^mes cas d’homogcnditd ou de 
concentration lotale. Sa valeur indique done le degrd de concen- 
tration. G’est pourquoi Callandreau a pu appclcrvji, le parametre 
de condensation (*). La quantity £ cn fonction de D', jo ue plus 
directement le memo role. 

Pour la Terre on a yj i — o, 08 environ. On aura partout a Pint 6 - 
rieur *o *< i ou < o et la quantity y sera partout decroissanle 
dii centre a la .surface. (Test une ioi plus precise que la deuxierne 
de Clairaul. sur la decrois sauce de I ’express ion Mais oll(% lie 
perinet pas non plus de limiter raplntissemcnl des couches 
centrales. 

IVanlre part de la formule f\ < t on deduit, d'apres les valours (i ) 
(‘I ( 3 ) de 7/ el £, 

(n>) c* I ) -4- e I )' < <i oil (cl)l' ii. 

I j expression e \ ) esi done toujours deemissante du centre a la 
surface, uinsi r/ue ejr. 

Un <l6signant par o et i les valours des elements an centre el. a 
la surfact* on pent 6eriro 


car la deusite moyenne oeulrale D u est 6 gale a la densild centra le p«. 
On a vu (Chap. X) quo (Pautres considerations permclLent de 
limiter cctle den si 1,6 centra le et de lui assignor une valeur voisine 
du double de hi deusite moyenne D,. 

L' aplatisseme.nl vers le centre de fa terra ne serait done pas 
inferienr it la moitie de Pap lai isseme nl s uperfic iel. Ln variation 
de forme des dilF 6 rentes eouches serait faible. 

134. Variation de la fonction de Radau. Th6or£me fonda- 


(») Uul, aslr ,, mai i.S.Sfj. La formula (7), (lliapilre X, de Ti sacra nd en y intro- 
duisant. *0 et. £ domic 

« < % < Ci < 

e’est-k-dire la formule ( 7 ) ci-deHsus, mais pour la surface settlement. Kile meltail 
dc'ifji sur la vote des limites de v?. 
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mental. — II est cxtr£mement important pour determiner les 
limites de Paplatissemenl, do connailre le sens des variations de yj, 
surtout de savoir s , il no peut pas avoir a l’int6ricur de valeurs plus 
grandes qu’a la surface. Celle (Rude commcnctio par Callandreau 
a <He completive par M. A. Veronnct. 

Liquation (4) de Glairaul-Radau peut encore s7*crire 

(ii) ri\' = a? -I- (»C— A)y| — -n* = ('0— P)(*~ *!)• 

Le second membre est alors un trinome du second degre on n 
qui, d’apres les limites de £, a une racine positive a el une negative (3 
dont les limites sont 

o<«<5<3, — 0<[4 <--■>. 

Elies tendent vers o el — -5 quund £ lend vers o; vers 3 el — :>, 

Fig. 



quand £ lend versd.ElIe varient toujours dans le memo sous quo£. 
On aV = n pour yj = a. 

Comine £ esl compris entre r\ eL 3 on voil imm6dia lenient (pus 
rri reste compris entre les limites suivantes : 

( I5 0 Y l( , 'l — 3) < r'V < (*a -h a) (3 — -f\ ), 

Portons les valeurs de r\ sur l’axe des x cl rr\ ' sur colui des 
(fig* 4)- Lo premier membre dc ( 12 ) sera reprdsent.6 par la 
parabole ODG el le dernier par la parabola ABC. Comnto on a 
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posilif, Ionic la region de variation sera comprise cntre ies deux 
paraboles ci-dcssus etla partie OAde l’axe O y, region limit 6 e par 
mi trait fort. Au-dessus de Faxc OC, on aura rr/ positif eLyj crois- 
sant, au-dossous rr/ negatif el r\ d^croissant avec r. 

Dfirivons de nouveau liquation de Glairaul-Radau (11), il 
vient 

(i3) r/(rj - 1 - 3) = *a( C ~ i - \iX/. 

La condition r/' ~ o sera deierminee par liquation 
V( r l “h 'i — ? ) ~ C(. Y l "I” * )• 

liu inLegraut directement de o a r, ou en consideraiH celle equa- 
tion cotnnic une equation lincaire, ou r\ scrail la fond ion el £ la 
variable, on oblienl. pour la eourbe in ingrain dos (mints ri'in- 
jhwion r/' = o, 

•>. £(r, h- n = r k ( r t -+- (» ). 

La cons tunic esl nulle, car pour r o on doit avoir /, = t - ~ o, 
an moins dans lo cas general. 

( lolle valour porleoduns Feqiialion ( llairaul-l tnd;iu donm*/’// r t . 
La ligne dos points d’inllexion sora done repnVsenteo dans la figure 
par la droite OF. La ligne dos maximunis ol minimums y /.. -n 
sera Faxe ( )C. 

An centro on a v, := n, puis n > o. La oourbe dos 7 1 pari done do 
Forigine on montanl. Si olio 110 coupe pas OF, ou r/'-^o, ello 
res to m on Unite el n res to croissant. CFcsl le cas do la Terre pour 
laquellc on a a ])eu pres r/,==o ,5 el, £ ( — i,f>; d’ou rr/, --1,70. 
On a le point liguratif T ct la eourbe OT. 

Le domaine de variation de rr/ el n com proud done trois parties 
bien di.stinct.es : 1" OABGO ou Ton ar/> o, r/ croissant, el. posilif, 
0 croissant; a° OGC< ) 011 Foil a r / 1 </ <>, W df'croissanl inais posilif, 
r\ croissant; 3 " onlin OCDO ou Foil a r/ / <i 0,7/ d<* croissant et. 
negatif, r\ dticroissant. 11 esl. facile de voir des lors que la eourbe 
dr variation no pent cHre qiFune eourbe analogue a cello de OLMN, 
on une portion d’unc telle eourbe selon quo le point figuralif de la 
surface exldricure, analogue a T, lombe dans l’une. ou dans Fautre 
do ccs trois parlies du domaine. 

En resume, si r/ esl positif a la surface, yj csl loujours croissant 
a rinl&rieur, i w cl a*’ cas, eourbe TO ou MLO. Dans le cas con- 
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traire, yj', < o, on a la courbe JNMLO, el yj, ddcroissout vers la 
surface, passe par un maximum M a I’intericur, de la le tlidorgmc 
g6n<Sral dii a M. A. Veronncl : Si yj est croissant a la surface, 
il Vest dans toute la masse . S'il est decroissant a la surface, 
il aura un maximum a V inter ieur. 

Pour la Terre il suffil que la density superlioielle soil infVriouro 
a 3,67, ce qui est certainement lc cas, pour que yj alteigne sa plus 
grande valour a la surface. Ce resullal perm el. do determiner une 
nouvelle limile de l’aplalisscment tres voisine do cello do PoincarA ; 
n° 137 ci-dessous. 

Pour Jupiter el Salurne les valours corrospondnntos do la 
density superficielle, pour que ce incline cas s’j Irouve curia inemonl 
realise sont o, 4 o 6 et 0,226, les densilAs moyeunes clanl i, 3 o 
el 0,62. 

Faisons r/= 0 dans Toxpression do yj" (i 3 ). On a 

04 ) <=^('^1). 

Si £' osl lou jours posilif ou mil, c’csl-u-dire £ croissant on con- 
stant, alors yj est loujours croissant. Ce cas gAidrid comprend les 
trois cas porticuliers 6ludi<$s par Callandroau, decroissaul, y/'oii 
D" ndgalifs. 

Le cas limite £ constant, domic r/= o et rj constant, cas limifr , 
qui est rdalisd par la loi do density 

p /■" — cons I D/ ,w <'0 iisl ., n — £1, f ‘ -- C|/ ,Y Ji. 

L’exposanl n doit elro 6gal alors a la valour de £ constant, el la 
loi des aplatissoinents est donniie par une •forniulo analogue, ou 
Texposant do r est rtgal a la valour conslanlc do yj. 

135 . L’equation de condition de Radau. — Had a 11 a irouve une 
expression de yj, qui permelde rcnclro les valours de Tapia lisseinenl 
a pen pres fnd^pendantes do la loi dos densilAs. 

Consid^rons la Lroisiemc des formulcs fondamenlales du ebapilro 
prudent, (19) (n° 124 ), on e, cp et J 

Dans Tint^grale, rcmplacons p par sa valour on fonclion de I) 
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et D', on au rii 


ur>) 


J„ p,/ “ s== /■”*•*•» jf D'acfa* =ss ~ Dj — 


11 suffil d’intdgrcr par parties la seconde integrate en D', avec 

IVda = ^D. 

On a encore identiquement, en ddrivantpar rapport a a , Fexpres- 
sion suivanlc : 


(i0) 


(a B \/i -+• 0 1))' = 


r/ 4 D / av/ 

- = ( I + '/] H - 

\J I -+■ 't\ \ 10 


I -h yj dr. I V \ 

rr J’ 


a a la inline valour quo on premiere approximation. En 
rcmplagant / D ; par f ct rr/ par sa valour liri'se do lVqualion do 
Glairaut-Radau on a 


( ij) 


W 


l H- Y) 


„)' = ^ = ( 1H .j ri _j_ v y 

v/i -*--n ^ -»• / 


G’esl uue nouvcllc forme do Foqualion do Glairaut-Radau. 
E11 integrant cotte expression do o a rj = 1 , on ohtient 


(IK) 


Di \ l r it = 



I 

1 - 1 - _ 
7 


'I 



\ 1 -+- 


I > tlrt* 



I) 


k design* la valour moyenne do F expression on rj placoo sous le 
signo somme. 

II so trouve ([in* celte expression a une variation asscz faiblc, et, 
memo exlrcmemeiit faible pour les valours do rj relatives a la 
'Ferre. 

Porlons celte valour (18) dans (i(i) et celle-ci dans la for- 
mula (19) du cbapilre precedent, on aura 


n 9 ) 


1 H- 7 ,1 


v/l H- ’'ll 
K 


J 



a 


D’atitro part le tableau do variation do K pour Ies valeurs de rj 
comprises entro o et 3 , en diisignanl par Findicc 1 les valeurs a la 
surface dc la Terre, est 


*n 

0 

1 

3 

7}i = 0,58 3 

K 

1 

1 , 007/5 

Ki = n,999<> o. 8 


t/i — 3 ’/)) 

1\ — jj, ’ 

20(l H- T]) a 
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La valour de K croit d’abord do i a 1.00070, valour maximum 

pour Vi = puis d 6c roil, ensuite a o,8. 

Radau considere quo lcs valours do Vi, correspondent aux aplu- 
tissemenls donn6s par les di(T6rcntos mcs tiros gdodesiquos, et qui 

a 11a ion I. dc — a —— > assignciil a lv une valour (jui no dilloro do 
292 loo n 1 

l’unile quo do o,ono 4 el inf6rieure a e. PuisquYna n6glige<i‘ J dans 

les calculs, on pool done fairo lv=i dans (19) avoe la memo 

approximation. 

Radau on doduit comme solution (' ) : - — 297. CYsl. la seulo 

valour de I’aplatissonicnL, qui puisse connorder avoc les donnees 
experimen tales de la precession cl dc {’attraction, dans les limitos 
do precision dn problem e. 

Cola supposait implicilomonl. ([lie r\ oousorvail a Fintdrieur uno 
valour voisine, on inf6riouro, a cello de la surface, eYsl-a-dire 
supposait quo yi 6 La i t croissant du centre, a la surface. 

D’autrc part on admettait a co moment la ( i<S8f>) la valour — do 

1 ii)> 

I’aplatissemenl quo Faye on Franco ol Clarke on /Vugleicrre 
venaienl do d6 terminer d’uue facon concordanle el. < | u i semhlnii 
definitive. La valour trouvec par Radau parnissail plulol disenr- 
danle el embarrnssmile. 

136 . La limite de Poincard inddpendante de toute loi des den- 
sity. — C’esl un pen plus Lard (1888) quo Poincard repreud cello 
d6monstration ( a ) el montro quY.u dehors tie toute hypothcYse sur 
la valeur de yi a Fintdrieur 011 a Fexldrieur, oYsl-a-dire on dehors 
de toute hypothese sur la loi des densities el la constitution interne 
de la Terre, on avail, on vertu du maximum <le K, 

K ^ 1 ,0007.') el ~ S 297 , m. 

Cette vale 11 r excluail les aplaiissements donnds par Faye et Clarke. 


(‘) Radau, Comp tea rendu* , l. 100, i885, p. 97a, el Bull. ustr ., t. It, p. i5;. 
Roche avail tUjh monLr6 qu’avec la formulc des dcnsitds de Legendre wt la 
sienne la seule valour (l’a coord dtait 1 :»98. 

( a ) Comptes rendus , t. 107, 1888, p. 398; el. Bull . aslr,, t. Vf, p. 5 et ^9. 




CHAPITRE XI. — LE PR0BLEME DE POINCARE. 


171 

Poincare dans les Figures d'equilibre d'un liquide en rotation , 
1903, p. 96, monlrail qu'on pouvait concilier la ih^orie et les 
observations soil par un calcul en secondc approximation en tenant 
comptede e 2 , soit en admettantcjuela vitesse des couches intdrieures 
n’esl pas la inline que colle de la surface, soit en admettant que la 
Terre esl solide el solidifnie avec des vit esses dififcrentes. Nous 
verrons Pexamcn do ces diflterentes hypotheses, failes enparticulier 
par M. A. Veronnet, et los rdsullals qui s’en dcgagent. 

Poincare en concluail memo a cello 6poque : « L’hypothdse de 
la iluidil^ intdrieurc de la Terre n’esl guere vraisomblable. » II 
avail <*u vuo sans doute les calculs de lord Kelvin sur la rigid i Id 
moyenne de la Torre dgale a celle de 1 ’acier, mais entail avant les 
experiences modernes sur les imUnux et qui montrent epic la rigi- 
dil6 n’exclul pas line certaine fluidild sous de Ires liuutcs pressions. 

Plus tard Poincare sc ralliera lout naturellomenl a la valour de 
I’aplalisseincnL ddlerminde par llelinerl an moyen de Phypolhese 
de la condensation ~ = 297 (*). 

It faut remarquer que I’hypolhese de la vitesse de relation (‘ou- 
st ante s’inl roduit dans la limite de Poincare, en lenanl eomple de 
liquation de Clairaul-lhidau dans la formula (17) alors c j les 
for mu les du ehapilre precedent sont inddpemlanles de loutc hypo- 
these sur la vitesse de rotation. II sufflrn done de completer, 
dans ce sens, la form tile (17) pour tenir eomple de cello nouvello 
hypothese, voir Glia pi I re XIV. 

137 , Seconde limite de Faplatiesement independante de toute 
loi des density. — Poincare avail, etabli sa limite en montrant, 
qu’en dehors de toute liypolhese sur leS densilds, on avail 
K<i, 00075. On a vu, ail n u 134 , (pie rj esl Lou jours croissant a 
I’iuldricur, s’il Test a la surface, ce qui a lieu pour la Terre. On en 
oonclul que la valour moyenne K dans (18) est supdricurc a sa 
valour K< a la surface pour n = r) it A. Veronnet montre de plus 
que, dans les memos conditions, le premier inembre de (19) ne 
peut avoir qu } une solution et Paplalissement e une seule valeur. 
On ob Lieut ainsi une seconde limite do l’aplalissement ddlerminde 
par la valeur K = K< , en faisant 0 ?= ri < dans (18). 


P) Annuaire du Bureau des Longitudes , igu, Note A, p, af\. 
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La valeur r^elle de e devra <Hre comprise enlre cos deux liinil.es 
qui sont extreme meat voisiues. 

Elies sont d ounces par les formules 


(20) 


- J 


yi + r ii 

1 ,00075 


■2 5 


1 «h 7 ,| 


1 ■+■ - ni - 


of 


D’apres les valours adoptees, pages suivantes, .1 -h-^ esl 
a 0,00500919. On ealcule les valours du premier el du dernier 
membre do (20) pour di Ho rentes valours do e, avee vj, J - — 2, 
formule (9). On oblienl le tableau 


t : e 

297,0. 

297,1. 

297,2. 

297, :«. 

297,4. 

297,5 

K = 1 ,00075 . . . 

o, 00 5 out) 84 

9- »7 

Mi) 

7.81 

7.11 

0.45 

K 5= K, 

o,oo5oi 1 So 

1 1 . r> 

10.47 

i) • 8 1 

9 • 1 \ 

8.4s 


Ce qui donne, pour les limitcs, 

^ 1 1 . , 

297, u» < - 21)7 , .It), - =- ‘U) 7 .71 'n.I '1. 

If/t premium approximation la valeur de ~ se ironed done 

determined a o,d />/•&?, indepen dam merit de toutc hypothese 
sur la variation des densites et la constitution interne de la 
Terre (’). 

M. Ilainy dans sa these (p. 4 ^) en (Hudiuul uue Terre composer 
de trois couches soulemcnt, avant les ealculs sur les limiles do 
I’aplatissement, avait«d6ja irouvtS qu'il ue pouvail accorder Taplati- 
semenl superllciel avoo unc loi quelcnnquu <l<;s densities quVn 
prenan t 

*.>.( j<> , 53 i <297,78. 


Remarque I. — Los valours de e et de ses limiles dtipoudcml 
settlement des valours de cp et J. Los valours ci-dessus des limiles 


( l ) Alex. Vkkonnet, notation, d'utie memo heterogene at figure do to Terr o 
( Journal de Mathdmaliques pares H apptiqudes, Chap. IV, 19 1*). 
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CD I J ( 

J + - s 0 , 00500919 , -r == 3o5,3i, - = ’>.88,38. 

X J T 

lilies dependent do la precision des mesures sur cp et J. 

On pent determiner, par la formule ( 20 ), l’influence des hearts 
de cp el J sur les valours do e. Prenons la premiere des formules ( 20 ) 
en y faisant K = 1 pour simplifier, on a 


- ? ----- J ~ J \ \ -+- n, 

1 ft 


a e 


lin prouant les variations de o, cp, ,1. eL n fonetion do cp et o, puis 
introduisanl les variations des inverses pour plus de simplicity, 
on iron vo 


V \I\ ^r-f\) r \ « ' J \ A •>.<* \/i -4-V 9 


lin rempla<;.ant los figures par leurs valours, prenanl 1 : 0 -- 2 <> 7 , 
car il suffit de ou 3 ehilfres (exacts, on ohlionl 


(■•ii 


1 ^ 1 ^ 1 

o - - 0,78- o ~ -I- 1», \\)\) fj — 
r .1 r 


On voit < j i l tin olinu^omont de 0,1 sur l(*s valours des inverses 
de cp et J modi derail de la 1116111c quantile l’invcrse de Taplatis- 
sement 1 : e. On pent 6tre assured actuellemenl que Teearl possible 
lOuieim pas colic valour, n" 1 64 . 

licfYicu’cjtM*- J I • — La see undo limite do raplatissemciilesLoblenue 
en dormant, a r/ sa valour maximum, qui est cello dela surface. Cola 
roviont a eonsid( r *rer cello valour de 77, comme conslante , a 1 int.y- 
ricur de la Terre du centre a la surlace, lormule (i&)- 

On pent, dans cello hypothose, trailer le problcmo directcmenl 
et retrouvor la secondc limite de FapIatissomenL Comme n esl 
constant, on a r/ = o. D’apres (4) ( ll ° 432), la f one I ion £ ostdgale- 
ment conslante et la lormule (3) donne on integrant. 


/•IV r d\) 
IT ” ™ D Ur 5 


r — = — IS— r=— ^ - 7 -) D = D| O 1 , p — p \ f' ’b 

Go sont les monies formules que cclles de la fin du n° 434. 
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Comme £ est constant, la formule ( 3 ) m outre q tie le rapport p I) : 
l’est aussi, d’ou Fexpression do p, dtiduitc do colic do I). Portons 
cette valeur de p dans Finlegrale de liquation do Clairaut-d’ Alem- 
bert (n° 135 ). L’integralion est immediate et donne 




p dr* — 



J 


:* - C. 

•» - Ci ’ 


On a remplace pi : D, par £i d’apres ( 3 ). liu remplaiaml parsa 
valeur en yj* d’apres ( 4 ) ou Foil a fail r/~-o, on rctrouve preei- 
sdment la seconde formule (20) qui domic la seeonde limito de 
Faplalissement. Gctto lirnite est ainsi tin'*c directement do la formule 
de Glairaut-d’ Alembert sans passer par la transformation do 
Radau . 


138 . Calculs numeriques de Paplatissement par la method© 
direct©. Lois des densites de Legendre et Laplace. - On a vu an 
chapitre precedent, comment on pouvnil, ealculer, an inoycn des 
formules (17), (18), (ig), Faplal issement des surfaces de niveau des 
quo Foil connaissail, la loi dos densites p. Ghacune de cos formules 
domic une s^riede valours pour Faplatisseinent supcrficiel c>, quaiul 
on fait varier Fun des parametrus de la loi gdnernlc des densiles, 
la density superficiollo pi par exoinple. Los valours de cliaquo 
s6rie se reprdsentent par une Oourbc et los eourbes se coupent. 1111 
m^me point, lequel determine Faplatissoinent, qui v<'*rilie a la fois 
les conditions de Fattraction et cellos de la precession. La solution 
donne en mfime temps la valeur des parametres de la loi des den- 
sities pour lesquels cet accord est realise. ML A. Veronnet a fail ces 
calculs pour toutes les lois de densite eludiees par les astronomes. 
Voir CliapiLrc XIV. 

La formule (18) de Glairaut, n° 124 , donne Fa))Ialissemeut en 
fonction de cp, rapport do la force centrifuge a Fattraction. La for- 
mule (17) de d’Alembert donne Faplatisseinent on fonction de J, 
rapport des moments d’mertie, ddfini par la precession. On a done 
ainsi une m&thode directs , dilKrentc de nolle qui vieut do nous 
clonner los deux li mites, et qui rStait obtenuepar Fapplinnlion dela 
transformation de Radau a la combinaisou des deux equal ions 
pr6c£dentes. La m^thode de Radau donnuit- des limites ires 
Atroites de Faplatissoinent, et cela sans integration. La nukhode 
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direcle, plus longue, et plus p^nible, verifier*! ces li mites et 
montrera que I’aplaUsseinent W»el esl rcnferme dans des limites 
plus etroiles encore. 

Legendre el Laplace avaienl (Undid la Joi do densile 
{ iv>. ) m /* p = pn sin m r , 

ou le sinus permellail line discussion plus facile de liquation 
dilRrenlielle de Clairaul ('). La densild lend vers la valeur p ( , au 
centre, ou la courbe a uiie langente horizontalc. A o ,3 du centre 
la courbe devienl sensiblcmcnl lindaire jusqu’a la surface, m esl 1111 
paramelre, exprime en valeur de 7 T, et /* est la distance au centre 
expriimSc de o a 1 . 

En donnanl a ni diflerenles valours, on oblienl pour les inverses 
des aplalissemenls les irois series de valeurs e, e\ denudes dans 


le 

tableau 

siiivanl pour les 

Irois form tiles (1 

7)* (>«)’( >9) = 



rn 

138°. 

1 40*'. 

142<\ 

144". 

14()°. 

1 

! | r 

cc 

00 

*SM 

•'■9-5 >9 

« 9 fi >7 

*99,7 

I 

; r 

>99 . 1 

■<c )8 . *1 

‘>97,9 

•’97,3 

'> 96 , 6 

1 

O'" 




>ip , *s 

•>4)7, O 

‘>. 98 , v 


La vale 

ur d’nccord qui ( 

lonne 1< 

1 solution 

unique relative 

a celtr 

loi 

des dei 

nsilds esl 







l \c - 


pi — ■>,,()! 




La valeur de la densile superlicielle est un pen 1‘orLe. La premiere 
ligne du tableau avail ddja die donnee par TisserantI (-). 


130 . Lois des densites de Roche et Lipschitz. Limites remar- 
quablement resserrdes des aplatissements. Iloehe avail ddduil 


f 1 ) Voir Tisskh a ni>, Mecanique cries Le, t. 2 , p. *37. Legendre avait considere 
relic loi romirie solution simple de eetle equation, Laplaee coinme donnee par 
une loi de romprcssibilile d’une masse homogene avec la profondeur. 

( 2 ) G. II. Darwin avait tl6j& remarque en 187^ que eelte loi ne [permeuait pas 

d’uxpliqucr les aplalissemenls de J 11 pi ter eL de Saturne, ear l'cxprcssioii ^ ^ cal- 

e 11 lee d’apres T(aa ) ne variait que de a & 3,29 alors qu’elle aLteignait pres de 3 , 5 o 
pour Jupiler et Saturne. Geei mon trait d&jk que eelte formule n’etait pas suffi- 
sarnment souple. Nous savons inaintenant que 1 ’expression ci-dessus est 6gale 
h et varie do 2 a 5 , formulas (7) et (9). On an Oversight in the meca- 

nit/ue celeste ( Monlly Not., t. 37 ). 
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de considerations sur la compressibility une loi do density en /•- 
ou la courbe des densitys est 1111c parabole ayanl son sonunet an 
centre. Lipschitz a ytudie une loi plus gynyrale ou Pexposanl de r 
est un parametre variable n. Elle donne la loi de lloclic quand on 
fail 11 = 3. Ges lois s’ycrivcul 

(23) ? = p»(l — =t /■” ), P = Po(I — */•" ). 

On obtient la density superficiellc en i'aisanl /* = 1 . 

On obtient p () en caiculant la density inoyemie D, dont la valeur 
est 5 , 5 a, formula ( 3 ), Chapiter X, n" 119 el n° 10 fi. 

On voit facilement ainsi que I’on doit faire n > 7 pour (pie la 

density superficiellc restc positive et n compris (mire * et 3 pour 

que cette density soit comprise entre 3 el 3 , ce qtii a sureinent 
lieu. On pent done limiter les calculs a quelques valeurs de 11 

comprises entre i ct 7. Le tableau suivaul donne pour cliaque 

valeur de n la valeur d’accord pour Paplalissemonl el la density 
superfieielle correspondanle p, : 


l’ 

a....... ‘2 l. *2. 3. ' 1 . f>. (». (i, 

We 21)7, 187 [71 173 18.I 19 >0 *u ■> 1 

p \ 2 , gfi 2,72 2,2“) 1,78 i,3o o ,83 o/M 0,0 


On n’a ecrit que les dycimales pour (’inverse de I’aplatisscmenl. 
Ces decimales no varient que de 17 a 2 i , e’esl-a-dire de, /\ mi- 
liymes seulement dc Pinversc de raplal.isseimml. 

Pratiquemcnt la density superficiellc ctant comprise entre 2 el 3. 
la variation correspondanle de 1 \e est seulement dc 0,0 i(i 

<«U7j1&7» - 3 w.)7j»» «»oi . 

On pant diva qua pratique meat V inverse de I'aplatissement 
est determine a un centihme pres , avec cinq chi fires exacts. I at 
prycision des calculs thyoriques qui domuiit deja des limites extr<»- 
mement rcs$err£os, & o ,3 pres, est done encore bien dypassre par 
les calculs pratiques. 

La formule de Roche n = 2 donnerait p, = a,»5, avec n ;.■= 3 ou 
aurait p 1 = 1 ,78 . Tl somble bien que la density superficiellc doit 



CHAP1TRE XI. — LE PROBLEME DE POINCARE. 


177 

etre comprise enlre cos deux valcurs. Le parametre 71, l’exposant 
de r serait eompris pratlquemcnt enlre 2 ct 3 . La formulc de 
Roche, la plus simple, rcprAsenterait assez bien Louies Ies 
donnecs. 

En. faisuui 71 = 1 , en admettanl un accroissement linAaire de la 
dcnsiLA avec la profondcur, 011 aurait p 1 =2,72. Celle valeur 
moyemie de la densite superticielle moyenue, mers el continents, 
pa raft trop forte, clApnsso les nombres domiAs par lc pcndule el 
plutAl. voisins de 2. 

140 . Calculs des aplatissements avec d’autres lois de density. 
Verification des limites resserrAes. — Les lois plus compliquAes 

(M.1) P = pufl -*/’*)*, ? = pu*l — 

donnent 297, 1 <S 3 el 297, 1 5 pour I’iuversc de I’apIaLisscmciil, valours 
ires voisiucs des prAoAdentos, elles donnent 2,032 ct 2,734 pour la 
density superficiclle, valours Agnlemenl trop lories. 

Or ces lois de densil.es donneraienl pour les courbes de density 
line inflexion vers la surface. Elios sYmarleraienl do la loi do Koclio 
en sens inverse des lois n = 1 el -• deei emilirme bien quo la 
loi de Itoclio esl uue loi inoyenne assez bien reprAsentalive de 
|»*U«t interne de la terre, an moins eu premiere approximation. 

Les lois ei-dessus an coulraire, formules (2/j), pormolicnt soul es 
de rendre coinple des aplalissemenls de Jupiter el de Sa turno. 
Elles m on Iren L quo Petal interne de ccs planel.es n’est pas analogue 
a celui de noire planele. 

Tisserand avail drtja Aludic la loi de Lipscliilz el ses calculs, 
([unique simplifies el rAduils a qnolquos termes du developpemenl, 
permellaienl Agalemoul le calcul de I’aplalisscmonL par une autre 
voio. M. A. VAronnet Lrouve ainsi des valours comprises enlre 
297,17 ct 297,13 pour p, eompris enlre 2 ot 3 . 

M. LAvy (') pour cssayor de faire concordor raplalissement de 
Faye avec les donnAcs de la precession avail inlroduil un parnmAlrc 


(») Complex rendus , t. 106 , 1888, p. 11*70, ifli/f, Uue autre forimile de 

iH. Radau rentre dans celle de M. L6vy (Bull, aslr ., t. 2, p. 1.57). Les lois des 
formules (i'j) en sont 6galernent des cas partieuliers. 


AIM’Bl.L. — iv (2). 


12 


1 78 FIGURES D’EQUILIBRE D’UNE MASSE HETEROGENE EN ROTATION. 

de plus dans la ioi de Lipschitz ct Studio la loi 

(25) D = pt.(i — «/’«)«'. 

D esl la deusitc moyenne, avoc n r = 1 , uu aura la loi do Lipscliilz ; 
on retrouve par celte formule les monies resullats qu’uvec les for- 
mules do Tisserand avoc des nonibres ltfgeremeni roleves do 0,01 
a 0,02 et coinpris enLro 297,19 et 297,14 pour p, eompris enlre 
2 et 3 . 

Enfin la loi 

(26) p /•« = pj /*y = (*oiisi. 
donnc 

f = c\ r r i', 

si l’on fail /i=z % II on resulle quo rj cl, Z soul constants a I’inlo- 
rieur et Pon retrouve raplalisscmenl limit.e 297,393, qui avail ole 
determine precisdmenl dans Phypolhese rj = rj|. Col it* loi avail 
dt\ja 6 l& consid£r6e par Clairaul, puis <Hudi('»c par (i. 11. Darwin. 

On voit on r('\sum <5 quo loules les lois do density donnonl des 
aplatissements tout a fait concordanls a trois ccnlioiuos pros el quo 
Pon peut, prendre en premiere approximation 

i \e = 297,17 rl- o 

Les limites th^oriques (ilaient (21) 

1 : <; = 297,2a dz 0,1 :*>. 

Mais, par mallieur, les oaleuls do premiere npproximalion no 
donnenl les valours qu’aux unites pres. Da precision des limites 
theoriques et des limites pratiques, aquelques dixiemes el quelques 
centiemes pres, esl done lout & fait illusoiro. Gependanl lour 
precision est telle qiPil fallait a tout prix la vcrilier et essayer do la 
eonserver en poussanl les calculs jusqu’a la secondc approximation. 
Nous vcrrons au chapitrc suivant quo la precision du rAsulluta ole 
conservde en modilianl leg&remenl la valour des limites. 

141 . Becherches anterieures de Tisserand qui pr6paraient la 
solution. — Dans un travail de 1884 Tisserand essayait de conciliar 
les donndes de la precession avec Paplalissomcnl d6duit par Faye 
-et Clarke des mosures gtfodesiques, 1:0=292. II constatait, 
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apres Roche, la difficult*} do ceLte concilia lion. L’annee suivaiUo 
Radau, par la transformation (Studido ci-dessus, montrait quo la 
.seule valour conciliable avec la precession < 5 lail i :<? = 297. Mais il 
sc pr&senlait di lift rentes hypotheses. On s’ 6 tonne cepondant qu’il 
ait fallu atteudre Irois a us la Note do H. Poincare sur la limite 
iuf6rieuro do Paplatissement, rdsultat qui parnissait Evident. Delude 
do la suite do ces travaux permet de so rendre comptc dos diffi- 
oultes et do la part de chacun. 

Roche avait monlrc ('), dans 1111 iVIdmoire de 1881, qu’en 
appliquant sa loi des densities ala Torre on ne pouvait pas concilier 
l’aplalisseinenl. thdorique donni^ par fullrnclion el. hi precession, 
avec Tapia tissomenL diHermind par Clarke el Faye. II on concluoifc 
que la Torre devait etre solidc. Mais on ohjeclait quo sa loi liVilaiL 
peut-elre pas as.scz gdmh’alo. 

En 1884, dans une uoloaTAcadoinii*, Tis.sernnd deinontre d’ahord 
la formule ( 7 ) du chapil.ro pri'»c6denl, <[iii doune pour Taplalisse- 
meat deux valours limilos, dont la plus grande est plus petite quo 
cello de Clairaut. L’inverse de I’nplalisscmenl de\ail elre compris 
entre a.lo el. 4 o 3 . LVcarl olail encure considerable. 

Dans uno seeoudo nolo, puis un article du Bulletin aslrono- 
miijuu ot un nu'uiioire insert dans h i s Ann dies de. V Obsrrvalnirr 
dr Baris , il eludie hi non voile loi de donsile donneo par Eipschiiz, 
avec Irois parunielres arhilraires et (jui somblait niusi pouvoir 
representer Louies les donnt'ies, bonucoup mioux quo cello de Roche 
a deux paramelres seulemenl. 

11 ddmontre, on memo temps quo Lipschilz, quo cettcloi, portee 
dans la fonnulc grind rale (18) de Clairaut, doimait la loi des 
aplatissemenLs sous la forme d’une sririe hypcrgriomrilriquc. 

11 arrive a rrisoudre cello Equation Lranscendanle d’uuc inanierc 
Ires simple ot t\ exprimer liquation de condition (19) entre 0, <p, J 
sous la forme 

(«7) :)^r— |) = (3 — H)J, 


( l ) Dans le oas <U; la loi tics densites de Legendre et Laplace il dcmonlre 
que i:e doit Giro compris entre 296 ct 298. 11 suppose ensuite la Terre formde 
d*un noyau central ct de deux enveloppcs, diveloppc les fonnutes correspondanl. 
a la precession et a TaLtraction et moutre que dans cc cas Ic soul aplatissement 
possible (Unit 1: :?oh^ {Acacl. do Montpellier , 18S1). 
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ou R s’exprime par une sdrie, qui est fonction do e, p 1 cl D, : o’osl- 
a-dire de Faplatissemenl, do la dens i to suporficielle p,, el do la 
density rnoyennc. 

Le rdsultat remarquable esl. (juc cello expression do II est indd- 
pendante du parametre n do la formulo do Lipsehitz, c’est-iVdire 
inddpendanle de la forme mfime de la loi dos donsilAs, pour no 
ddpendre quo de sa valour a la surface el dans IVuscmblc. II dlait 
Evident des lors quo la formulo de Lispschil/. no rdaliserail pus 
mieux 1 ’ accord quo cello de Roche qui on dlail un cas parliculior. 

Autre rdsultal remarquable, cette expression do II ddpumlnii 
assez peu de la valeur de p.j elle-memo, setilemcuL par le quatridme 
terme du ddveloppcment. Eli prenanl pour# la valour mini iso alors 
d’apres les mesures gdoddsiques, soil i /«<>■«. Tissmmd tmuvnii 
pour Y expression de T, ddfinie par 

(98) I ( c ~ •») = J’ 

des valours oxlrernemenl voisines, a 0.001 pros, quol epics soil p, <»| 
dgales a 1,987^0,001. Les valours connut*s do c, <p, J donnaieul 
au contra ire i.qSS aumoyende (28). L’nccorri (Hail, impossible (■). 

Los valeurs de e , cp, J paraissaienl alors ddicrmincrs aver assez 
de precision pour quo cet accord pnrul rdellomont impossible. 
Tisserand no so demnndo pas si Faplalissoinonl pourrail dire 
modi fid ni quelle scrail la valeur qui pcrmcllrail I’aoeurd. 1) autre 
part la loi do Lipsehitz luiparait assoz gdndwle pourqu’il considdro 
ce rdsultal commea peu pros inddpondant do la loi dos densities. 

T 1 suppose done qu’on arrive a ddmonlrer quo I’necord est 
impossible. II indiquo quo Roche a cru pouvoir on ddduire quo la 
Terre devait etro solide. Pour lui il on conelut sculomenl quo los 
couches internes de la Terre peuvenl dire discontinues, auqmdcas 
la thdorie de Glairaul no s’y appliqucrail plus. Poiucard monlrera 
plus tard que liquation de Glairaul scrait encore vraio. D’uillcurs 
une discontinuity physique n’est jainnis une discontinuity niallid- 
matique ot une loi do variation rapido pout to u jours Iraduiro, 
aussi parfaitement qu’on voudra, une discontinuity physique dans 
la density par exemple. 


( l ) Tisserand etablissait Agalement une valeur limite relative a la pr£eo.«auon, 
maisune seule t< 
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On pcut remarquer que l’expression R de Tisserand iraduil 
simplemenl la valeur de Pintdgrale de pda* dans la formule (19) 
clu chapitre prdc^denl et par consequent qu’elle traduit aussi la 

valeur de I* express ion * l ~ — de Poincare dans la formule (19) ci- 
dessus. En intro duisa n t a el £ dans les fonnules de Tisserand, on a 




r'= i + :r = i + 




2j . 3i 

2* : ’ 


Les premiers lermes clu developpemenl son l hien les monies et? 
on p { n’&pparaft que dans le qualrieme lerme. 

M. Levy confirm era simplemenL ces resullals ( 1 8S8 ) par Petude 
de sa loi contenant un parameLre de plus que la loi de Lipschitz. 
Ce paramelrc n’apparail en efiet que dans le Lerme en V du deve- 
loppement de R et ne modifie pas sensibleincnL les resullals. 

Les lois de densities a deux parainelres (Roche), a trois para- 
metres (Lipschitz). plus lard a qualre parametres (Levy), ne 
parviennenl pas a realism- Paccord enlre les mesures gdodesique* 
de raplaliss( i nient el les mesures asl.ronomiques de la precession. 


142. Calculs de Badau et Callandreau. Valeur theorique de 
raplatissement. Quidques mois apres les Lravaux de Tisserand, 
Rada 11 ( 1 8 8 5 ) ( 1 ) Iransfonuc P equation different idle de Clairaul. 
au moyen de sa variable yj. 11 Lransforme du memo coup Pdqualion 
de condition (19) entre c, cp, J, precisement sous la forme indiquee 
plus liaut par la formule (18), mais par malheur il lransforme tout 
dc suiLe l’expression 011 *0 pour montrer qu’cllo resle voisine de 1, 
<‘t sans parlor de son maximum. 11 considere 0 comine « vraisern- 
blahlement compris enlre o etvji ». 11 montre que Pexpression 
en ri ne dificre de 1 que par des valours de l’ordro de Paplatisse- 
ment, de Pordre des valours n^glig^es eu premiere approximation. 
11 conclut ires logiquemenL que la seule valour acceptable pour 
Vinversc de raplatissement esl 1/297. 

C’est. lui qui a determine pratiquemenl celte seule valeur 
acceptable de raplatissement, comine le roconnaitra Poincar^. Mais 
ce sera Poincard qui le premier fera ressortir que, par le maximum 


(») Comptes rendits, t. 100, p. 072 . Note reproduitc dans le Bull . Astr,, t. 2, 
p. iT> 7 . 
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de K, s’introduituno limite mathematique , inddpcudante de loule 
condition et susceptible d’une approximation aussi grande qu’on 
youdra, et non pas seiilemont d’une valour tic premiere approxi- 
mation. 

Radau m on trail dans la nifime note que ^expression 1 de 
Tisserand prenait bien la vnleur 1,987, la seule acceptable aver 
Paplalissement 1:6 = 292 alors quo la precession exigeait 1,91)0. 

II montrait encore que liquation de Glairatil pouvait so niotlre 
aussi sous la forme 


(3o) 


(D^/i-h */))' 


j r\ -t- /) - 
2 r \f 1 h - • r\ 


I, __ 


■r\ ( 5 -h Y) ) 

2/*(l ■+■ Y)) 


( I ) \.' 1 4- Y) ) , 


mais il ne deduisail a noun rdsultat de cello nouvelle forme 

Gallandreau s’occupe dela question a la inline dpoque ( 1 . ii 

('‘tend d’abord les conclusions de Tisserand en montrant que tonics 
les lois de density pour lesquelles la concavild de la courbu esi 
tournee vers le bas, p''<o, ne permeLlent pas do coneilier les 
donndes de la precession avee 1’aplatisseinenl gtfodtfsique 1 
Dans une seconde note il etend la condition prtWidenle ;m cats on 
l’expression p;D est ddcroissanle ( 1 ). 

Quelques mois plus lai'd, apres la publication de la noie do 
Radau, Gallandreau reprend la question. 11 iiulique que ses enlculs 
de la note prdeddente permettent de determiner une limile inle- 
rieure de 1’inversc de l’aplalissenienl ('‘gale a 2 9 5, en admrllunl les 
conditions physiques Ires larges qu’il a envisages. II imliquu ega- 
lemcnt, qu’on peut prendre coniine limite supdrieure ,‘>o(i, en 
dehors de toute hypolhesc sur les densites. G’cst sans douie la 
limite e > J relative aux moments d’iucrtie, u° d2f*>. 

Il utilise alors la transformation de Radau pour dtHerminer mu* 
valeur plus stricte. Il met pour la premiere fois en evidence le 
maximum de K = 1,0008 pour y)=». Il monlre que la seomule 
limite 3 06 donne 

r 0 < £ cl K> 0,5)984, 


Loujours dans I’hypothcse 011 yj est toujours eroissunl. 

Il en d^duit que e = 1 :29s dans les limites de variation do cl. 


(‘) Comptes rendus , t. 100, p, 87 ct tG3. 
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quelle quo soil la loi des densities. G’osl ce qu’il appcllcla « valeur 
thcorique » do Tapia lissemenl. Mais, coni me Radau, il n’indique 
quo la valour moycnne de Tapia tissement, sans parlor des deux 
limil.es ihdoriques qu’il pouvait ddsduire de ses calculs. Ces liniilcs 
In i paraissaienl sans doulo Irop rapproch^es pour otrc dis- 
liuguecs. 

11 abordo iucidemmenl la solution de Tanlinomie. 11 indique 
d’abord quo lout rdcemment IlelmcrL a trouvd' pour TaplalissemeiU 
geodteique la nonvoile valour i 199, qui cadrerail a peu pres avec 
la procession. 1 1 donno une autre solution, c’esl qu’il faudrail. 
prendre les donn^os an moment de la solidification. 11 faudrail 
considerin' la Terre coniine solide et. solidifide dans des conditions 
di Hercules. Nous verrons plus loin les riVsullats donnes par colic 
hvpolh(>se. Les mnrees de Tecorce, inconnnes alors, nous on I 
appris quo Tecorce solide elle-merne possede assoz de souplcsse 
pour so plier aux forces variables dans les vingt-quaLre heuros. 
1511 e do i t n^cessaireinenL dire on dquilibre hydroslnliquo avec los 
forces permanenles, comme la force centrifuge qui produil 
Ta|)lal issomenl . 

143 . Calculs de H. Poincare sur la limite mathematique. -- 
(Test Irois ans pins lard quo M. Levy public son travail sur sa loi 
a qualre parametres ou il intend a celle loi les resullals de Tisseraiul 
el. conlinne praliquemenl les rdsullaLs do Had an el de Callnn- 
dreau ( 1 ). 

G’csl sans doule ce travail, ainsi que la these de M. 11a my, qui 
ramdno Tatlcntion de Poincard sur la question. G’esl alors qu’il 
public sa note ou il considere cxplicitemenl le maximum do la 
valeur mo\enne de K et monlre par la qiTon a 1 : **>297 el 
’* qiTaucune hypolhese sur la loi des densilds ue peuLsalislairc aux 
observations », en admellanl 1 : e — aya. « Jo m’absticns de loule 
lenlalive d’interpriUation »; ajouto-l-il. Il indique seulement les 
solutions possibles : supposerdes mouvemenls intdrieurs dill'dronts 
(G. H. Darwin), des irnigularilds de surface (Faye), ou reprendre 
les observations. Il ne parlo pas de la nouvelle determination de 
Taplatissement donnec par Helmert et signalize d6ja par Gallan- 


( l ) Compl.es rendua, t. 106 , p. -11170, i 3 i/j, 1375, 
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dreau. II ne s ? y ralliera que plus tard. Les aslrononios lenaient 
to uj ours pour Faye et. Clarke. 

Poincar^ revient sur la memo question l’annee suivante dans un 
travail du Bulletin astronomique (1889). Rappelanl les travaux 
recents de Stieltjes, sur la Iimite de la density centrale, do Tisscrand 
sur Finvariance de I, de Rndau sur n et la transformation de liqua- 
tion de Glairaut, de Callandreau sur vj <C 3 et p" <; o, il tHudie la 
question : c< Serait-il possible de satisfaire mix observations en 
renongant a l’hypothese que rj esL constainmenL croissant? » Sicela 
est impossible quelle sera la loi dcs d ensiles qui donnera I’aplulis- 
sement maximum ? 

II (Hudie longuement des courbes de density, puis monlre connne 
dans la note ci-dessus la Iimite de 1 : e = 397 inddpendante de 
toute h3 r pothese sur les densilds ou sur yj. II determine ensuite la 
loi des densitds qui correspond le inieux a la condition indiqudc. 
C’esl une expression algebrique assez compliquee en rj t mais 
Poincard indique lui-memc qu’ellc a pen d’imporlancu, parce que 
Loutes les lois dedensil.es donneront a pen pres les memos rosullals. 
II montre que celte loi correspond prdcisdment an mininium de l 
et que le maximum absolu de cello fonction esl prdcisdment relui 
qui a 6t6 ddtermind par Tisserand : 

(3i) \'(e— I'= a.oaKB. 

II serait attcint pour e —■ .1 dans le cas des couches lio iij ik*s 
ou do l’homog£n 4 il<L 

Poincar6 avait aiusi mis eu Evidence el prdcisA une nouvelle 
Iimite malhcmatique dc I’aplat.isscnient indopendantc de toute loi 
de density et susceptible d’etre examinee en seconde approxima- 
tion. L’inverse del’aplatissemenldovait 6lro plus grand <jue 297,10. 
La Iimite de M. A. V^ronnet indiquait qn’il devait film plus petit 
que 297,4. 

On voit quel fitait le chcniin parcouru dopuis Glairaut <fui avail 
assign^ 4 l’inverse de I’aplalissemenl les deux limit, es, formulas (8} 
(Chap. X), 

2 < 6 < i 9 011 • 230 < \ < 577 - 

La formula (7) (Chap. X) do Tisserand ubaissnit la Iimite 
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supthieure a 43 o, puis la consideration des moments d’inertie et. 
de la precession la ramenait a 3 o 5,3 pour e = 3 , a 270,8 pour 
Fa u Ire limile. 

Callandreau montrail. ensuitc quo la limile inferieure pouvail 
6 Ire ramenrte assez pres de cello derniere, au moins dans les cas 
tres dlendus de lois dc dcusitds eiudidcs par lui. L’inverse de 
Faplalissemenl <$lait compris enlre 290 et 3 o 5 , 3 . 

AcUiclleinenl Fintervalle est redial a o ,3 cl rn&me pratiqucment 
a o,o 3 . G’est une precision de 0,001 el memo de 0,0001. II res Lera 
a voir ce quo dovicnnenl ces limiles en seconde approximalion el 
avec des hypotheses aulrcs quo cellos de Clairaut. 

1 14 . Autre s calculs de Callandreau sur certaines expressions 
pratiquement invariantes. — Callandreau rovienl sur ces questions 
el. la mdmc ounce, dans Ie Bulletin astronomique , il dihnontrc 

( 8 >. » ■<] * £ el pn > D, V' l + ^i; 

cell e derniere form u It! ayaul deja eU demoulree par lluduu. Puis, 
dans 1111 Ion” inemoirc insert' 1 dims I<!.s Anna les de PObsereatoire 
de Paris, ilcHiidio les diflereuls invariants de Tisscrnud en pous- 
sanl la precision a la seconde approximalion. 

Los equalions relatives mix moments d’inerlie 11" 123 per- 
mcllenl dYicrin* 



Celle derniere expression, enlre la masse et la diiltirenoe des 
moments d’incrlic, csl indtfpcndanle de la loi des densities et no 
depend quo des donndos superficielles. 

En dtfsignanl par g 0 la pesanteur a la surface, en prenant la 
valeur de g 0 en premiere approximation devant <2, la formule ( 33 ) 
pout encore sY^crirc 



f 6 tant la consume de la gravitation. 
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Lc polentiel d’un spheroi'de h<H6rogene quelconquc poiilsYcriro 
en ndgligeant les lermes du second ordre 

.30, -i)]- 

En tenant comple de la formule (34) ce potonlicl sYcrirn, si la 
surface est en tfquilibre, (Hamy, deuxieme nn'ntoire) 


i ^7 ) 


V-/? 


- ^ (*■•- !)_• 


expression indepeudanle de la loi des densilcs cl dependant seule- 
ment dc e et p. C’est d’ailleurs un cas parliculicr du theorems de 
Stokes , d’apres lcquel le potenliel cxl&ricur a uue surface tWjuipo- 
tentielle ou de niveau ne depend cjue de cello surface el non de la 
repartition des masses a l’inl£ricur. On en ddduit quo In iormule 
de Clairaul (27) (Chap. X III), relative a la variation de la posanleur 
a la surface, el dependant, seulemont de la variation de potenliel, 
est independanle de Phypo these d’uno n’tparlilion des couches 
en 6quilibre hydrostatique. 

L’un des moments d’inertie pent s’ecrire on prenanl - 20 et 
ndgligeant e 2 , 

( 38) B = — - I p -7 r / p da x '(\ 

La scconde inlegrale est donnee par (18) (Chap. X) on fonelinn 
de e el a>. La premiere pent s’ccrire par la transformation do 
Radau et la fonction K 


(39). 


X p flnt ~ y ( 5— H " "’)• 


^expression B: M ne depend done des densiles cjiio par la 
valeur de K qui reste voisine de r . 

Gallandreau a vu Pimporlance qu’ii y avail a savotr si cos inva- 
riants le reslaienten seconde approximation on tenant comple de r 1 
et la plus grande partie de son m^moire est consacrde aux caleuls 
de seconde approximation. M. A. Vdronnct les a repris pour les 
appliquer a la question des limites de Faplatissemenl. Le ehapilre 
suivant esl consacr<5 a l 5 6tude dc ces calculs. 


EHAPITRE XII. 

CAUHJLS m SKCONDK APPROXIMATION. 


14-5. Necessity des calculs en seconde approximation. — Les 
surfaces de niveau ne peuvent pas £tre rigoureusement ellipsoi'dales, 
d’ a pres la demonstration do M. Hamy. Gependant elles le sont, 
en premiere approximation, en ndgligcnnt lc cam* de Paplatisse- 
mcnL demonstrations de Glairaut et Laplace (Chap. IX el X). 
Pour avoir une connaissance plus precise de la forme d'dquilibre, 
il faut savoir dans quel sens va sc ddformcr cet ellipsoide, et quelle 
cst la grandeur de cetle deformation. Le caleul, en tenant coinpto 
de nous montrera qu’il s’uplalit Ires legeremont ontre le pole 
et l’dquateur. 

Nous avons determine'* dans le ehapitre pt a 6c6dcnL deux li mites 
ires rossernSes, outre lesquelles I’aplatissoinenl. est ndcessaircincnt 
oompris. Le caleul de seconde approximation pourrait modifier de 
plusieurs unites la valour de l’inversc de Paplatissemenl, et Alnrgir 
l’intcrvnllc de ces limites. Nous verrons qu’ellcs sojiL a peu pres 
conservees intacles. 

On monlre encore qu'une plus grande approximation 11 c. modi- 
lierait pas les rdsultals. L’inversc de I’aplatissement resle determine 
avec ([uatre chilTres exacts par les observations astronomiques de 
la precession et les observations physiques du pcndulc. 

Ges calculs de seconde approximation indiquAs par Legendre, 
commences par Airy, out 6 16 appliques a la determination do 
I’nplutissemonl par Gallandreau et G. II. Darwin, puis au probleme 
de l*oincar<S et des deux limites par Alex. Virounet, etenfin repris 
nSccmment par Wavrc par une autre mdthode. Ce sont lous ccs 
iravaux et leurs riisultats qui feront 1’objet do ee ehapitre. 

146. Developpement des formules en seconde approximation. 
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— On cMveloppe la formule (i 8) du Chapilre VIII, en consorvaui. 
seulemeni les icrmes en X 2 , l\ qul correspondent a a el «*. 
on a 


(<) 


3 w* i -t- X* 

Wf~ J r 

/• r l+X* 


/x*-|i*-!jx? /* + ^ f*) <>? 

( xa — | X2— || x;-s x* •+■ - x.) f/p. 


(■21 



/* = 


>7.-— C' J 
C 2 H- M 


<? 2 

f 2 -+- I f 


X 2 , 


X 2 esl la valeur do A 2 sur la couchc do rayon polairo r, par rapporl 
a laquelle so fail I’inldgralion. La valenr do /, par rapporl aux 
coordonn^es r, sdu poinl, considdrd, csldonnco par (ay), n 97. 

En posanl ~ = cos- 0 el. = (3-, ou 9 esl la colatiludo, mi r. 
esl l’axc polairo d’uno couchc quolconque cl r Faxo pnlairo do la 
couchc oil so Iron vo lo point oonsidtfr^, n° »M*, rcrtwirt/uv, cello 
formal c devient 

( 3 ) /* cos 2 0+(i + Xjl sin 2 () — fi 2 ) /* — (S 2 = o. 

C’est une equation du second degrd on Z a . La racine positive? 
scule convient. En ddveloppant ct n6gligeanl X‘ 5 , on a 

14 ) /* = p« [ i — ( X? - |3* i si n M) 1 . . . , /■< = p» i — i XJt - [i* ) si n* 0 | . . . . 

En porlanl cello valour dans Foqualion ( i), Ios I: 1 son l rem places 
par (3 2 , el il s’ajoulo aux deux inldgrales uu Inrun* du second 
ordro on sin- 0 

( 5 ) — 1 (>-r— = ~ ” sin - 0 . A. 


En integrant par parties, cl reinarquanl quo f5; =~- A 2 , on 
obtiendra, sous la forme classique, 


W 

<i*/ 


7j= 

•;«n *\f' 


(6.1 
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Dans I’equilibre relatif, la vitesse de rotation doit Giro partout la 
inchnc. Elie no pout l’Gtre quo si Ie terme en sin * 2 6 est nul, co cjui 
ost impossible, oar tons les dlemenls d’ integration sont positifs. 

Les surfaces ellipsoidales no peuvent done pas verifier los con- 
ditions de I’Gquilibro rclatif en socondo approximation, fl font cal- 
culer la deformation, on la surface de niveau voisine de 1’ellipso'ide, 
<pii verifiera oes conditions. 

147 . Calcul du potentiel de deformation. — Legendre avait. 
calculi en socondo approximation la deformation d’un sphGroi'de, 
et monlre quo la variation £ du rayon vecleur de la sphere corres- 
pondante s’exprimait, nu moyen dcs fonctions sphdriques, par 
{'expression 

17) * “= YoX.,-h YiXa- 4 - 

( 7') V, - (‘ns- ()---? V, ~ cos 1 0 — -/• cos - 0 H- 

*>. •>. S f\ 8 

On pou itu derm* egalement (7) sous la forme 

( 8 ) ‘C ■= /■(, -+- / j sin-0 -+■ r/A 1 sin-0 cos-0. 

Les deux premiers tenues nous donnenL iiiic deformation ellip- 
soulale, rpii ne sera pas In memo (pie celle do premiere approxima- 
tion, (Jounce par les deux premiers I urines de (7). 

I!n premia!. coniine base, I’ollipsoido de sccondc approximation, 
defini paries deux premiers termo.s de (8), celui qui est considGre 
dans los form tiles (1) et (6), la correction du rayon vecteur se 
rdduira au dernier tonne 

191 = r v a'< si n - 0 cos- 0 . 

On exprime £ en fonction du petit axe c de chaque couehe. On 
introduil X 4 pnisque e’est unc expression du second ordre. Enfin y 
<*si unu fonction a determiner, qui pent <Hre variable, en chaque 
point. 

Dans la mtilhode de M. Hamy, il faut corriger l’aitruction de 
chacun des ellipsoidos homogenes de density dp par celle d’une 
couche d’Gpaisseur variable ? de me me density dp. Dans la mGthode 
ordinaire, on corrige une coutdie ellipsoidale infiniment mince dr 
par une autre Ggalement mince £. II peut y avoir des difficult^ 
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th 6 oriques. Commec’cst une correction cle seconde approximation 
en X 4 , on pent consider les ellipsoides com me des couches spho- 
riques de rayon c et de densite variable £rfp. Le potenliel de cos 
couches se calcule au moycn des fonctions splidriquos. On a 
d’abord 

(10) V = f ^ > dm = pc’- sin 0 </() dty. 

L’int^grale est (Hendue a tout le volume. On ddsigne par c, 0 , 4 les 
coordonn^es polaires et dm la masse du point attiranl. variable, 
par r, 0 ,-, 4 r les coordonn 6 cs du point fixe pour lequol on calrule 
le potentiel, et ?’ da distance des deux points. On aura 

/ \ 1 • - -“7 i r v . 

(11) -y = ( 6'- H- i ' 1 — *>. C/* COS VI 1 = - -4 r A , ( COS 7 ) H \ .» ( (‘OS V ) -f- 

cos*/ = cosO cosO/.-h siuO si a Oncost 4 — ). 

D’aulre part, les polynouics de Legendre X„, en 0 , 4 ot en 0 r 
ct <|/ r , peuvent s’tarire d’apres la thdorie des fonctions spheriques, 

( I 'A ) X^fcOSY ) = X„(0) X„f 0,.) -+-/((), (),. ) cost A J — tyr ). 

La masse ehhnentaire de la couche de deformation, masse? dm 
d 6 finie par d 8 , dA* s’ 6 crira 


dm = — C’Z //p.siiiO d\).d'b = — -yX 4 sin 2 0 o.os 4 0.f/p.</(oos() i . //*p . 

En exprimant sin-0 cos-0 cn polvnomes de Legendre \( 0 )(?), 
(7)', on a 

( 1 3 ) dm = f: :l j - 4 - \„( (I ) — ,J S . \,,0,| f/p //( rosO 1 //'I. 

II suffit mauilenaut de porter les expressions 
dans (10) et d’inl6grer dans Loutc la masse con.sidrirec, par rapport 
aux trois variables 4s 0 et p ou c. 

On integre d’abord de o a arr par rapport a 4 - Les lermes cm 
cos (4 — 4 r) de(ia) disparaissent, los autros soul multiplies par arc. 

On aura ensuile & int^grer de o a n par rapport a 0 . Or los 
lermes en 0 proviendront du produit de X a ( 0 ), X, ( (0) de (i 3 ) 
avec les X^(0), X n (0 r ) de (1a). sail quo 1 ’on a, d’apres la 
thiorie des fonctions sph6riqucs ( voir premier fascicule do cc^ 



CHAPITRE XII. — CALCULS EN SECONDE APPROXIMATION. IQI 

tome III, Chap. V), 


f \/,<'0)X^(0)r/(cos0) = o, f X2(0)r/(cosO) = 
•A> < '{) 


a n h- r 


suivani que Ton a /*'=/*, on Tous les coefficients des 

X„(0,.) do ( 12 ) soul mils sauf ccux de X 2 (0,.) et X*(0 r ). On aura 
poor le potential d’un point exlerieur an champ d’integration 


i 1 \ i 



vw 0,0 — 


1 - 
0 33 


c* 

r* 


X,(0 r ) c» dp. 


Pour les autres couches, pour lesquelles le point esl inldrieur, 
on aura 


1 






On oblienl pour le poleiitici V; la inline expression, on r el. c. 
sont. inlerverl.is. 


(\.\ r 



7 

j 21 


•> s / -l 

\..f 0 /■ 1 ... — 7 \ i 1 0,. I 

n J:> r v 


t/o. 


Ilfauten deduire les coniposanles de raUraction, en ddrivant V,. 
el V/ par rapport a x *?1. Or ici V -- L( 0 , /■) ust fonction expli- 

cile de 3 par eo sQ —= ~ -el par /•- = x' 1 -\- z~ (les surfaces elant de 
revolution), et foncLion de x sonic men I, par /*. On a done 

v . <)V X „ <)\ Z t)V / \ I *A 

M '1 1 \ = ---- - - * / = 1 - ? = - , * 

w* /• Or r Oz z ,v z Oz 


On n’aiira hesoin dans la suite que de cello derniere difference. 
Le enleul donne pour le point cx I (incur 


(ifi 1 


07 .,. 0 \. 
f)z Ox 



a c ' 1 
ai P- 




el. une expression analogue pour un point inUirieur. On prendra 
ensuite la somme des deux. 


148. Equation d6finissant les aplatissements en fonction de la 
vitesse de rotation. — En tenant. compLc de la deformation £ des 
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surfaces ellipsoidales, on a 


(17) a? s - 4 - z s = (r £) a = r 4 - 4 ~ == c- 


. H- X ~ 


i -4- X s cos 1 0 


■>.«*- yX 1 sin s 0 cos* 0 , 


ou r est le rayon vecteur (Tun point de 1 ’ollip.soide, transform^ 
en r + ^. Liquation de la courbc mdridienne deviant, on coor- 
donn6es cartisiennes ( geoide tMorique ), 


(18) 


f! 

a* 



(B* Z' 1 

a- c- 


1. 


Les coeflicients directeurs de la normale seront 
(19.) Jj(i — i*tX 4 cos 2 0 1, -5(1 — siit^O l 


La force dolt <Hre normale a la surface. Nous <k:rivons quo le 
rapport des composantes de la force est 6gal an rapport des com- 
posanles de la normale 

X -4“ 8X -+- (i) 2 m ./** 1 

Z -+• 8Z ” z i -H X 3 yX 1 cos •) 0 

Dans le premier membre 8 X. et 8 Z reprtfsenlenl la correction de 
^attraction due a la deformation. Le second membre esl obtenu 
en foisant le rapport des composantes (19) et le diWeloppemenl on 
n6gligeant X". On en lire, pour la valour de w- ? 

. . X 1 Z . Z /t oA (iX 

('ll) («>'- = \ *>. yX . 4 — 00s 2 0 -h 

' ' ,r 1 -H X 2 2 1 z z J' 


Les deux premiers tenues correspondent a I’ollipsoido non 
deform^ (6) et les deux autres a la d6formation. 

Rempla^ons sin-0 dans (6) et cos a 0 dans (i(>) par eos«0, on 
obtiendra 


(22) 


3 u) 2 

4 */ 


■ f - a i”) 

X ' p ■' “ 5 ) - 5 ~ 3’' ? ’■’ * 5 

♦•Mn-iSJSWWi- iSK 
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Hans LViquilibre relalif, la masse tournanl d’une soulc piece, g>- esi 
'constant ct. ind&pendanl de cos 3 0, donl Ic coefficient. B doit el re 
mil, 

R — * A -+- •>. y)» 4 13 — ^ f — y yX l ~ dp = °* 

iYIulliplions cello expression nullc par - ct rclranchons-In du resie 
de 1 ’Equation (aa) (^ce qui rovient a y fa ire cos a 0 ==■■-• on 
obliendra, aprcs avoir integre par parties los deux inlogralos 
con tenant y)A , pom* transformer les dp y dc en p /7, 


i •>.'{ ) 




ou le terme C n’est pas autre chose quo le second membro de la 
memo Equation, en premiere approximation GO* n" 110, on 1’apla- 

tissement c serail remplace par -y/.' . 


C - 





<h\K 


Gonune A“=a« en premiere approximation, on voil quVu repre- 

sentant, pour simplifier, les V 2 par la valour eorrigce A- - -y?A 

7 

dans (a3), le terme G est ainsi contemn dans les deux a litres et. la 
Idrmule (»3), ou Bon aura sitpprimd C, nous donnera la valrur 
rorrigee dr. A - . 


149. Les trois formulas fondamentales en seconde approxima- 
tion. — Dans les n os 123 et 124, nous avons donne, en premiere 
approximation, les formulas qui dciterrmnenl Baplatissement <% en 
fonclion de cp, rapport de la force centrifuge & ^attraction, el de J, 
rapport des moments d’inertie. Nous allons les tHablir en seconde 
approximation. 

Ddveloppons le d^nominateur de la premiere integrate 

APPBLI.. — IV (2). 


13 
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de (a 3 ), on aura 


('4) 


-l('-5 x! )X ,p "*('-5 X ’)' 


d ( ,;i A - 1 i +/. s i 


A* est la valeur de A- sur la couchc de petit axe /’ = mi l’on con- 
sider© un point queleonquo do la masse anirnde de la rotation 
Sous cette forme on voit tout de suile Ies lerines du premier ordre 
qui donnent liquation de Clairaut ( •>. ) du Ghapilre X, eu fni- 
sant V 2 =z 2 e. 

Ici, en negligeanl e‘\ on anrait \-=. ,> mais pour 

l’6tude thdorique de liquation il est pr6fcrable de garder A*-\ 
d’autant plus que A 2 eontienl maintenant la correlation yV\ 

En seconde approximation, on pose 


(25) D = _L I pdc*l l -4- A- I. 

r «''0 

On verrait facilement que la density moyenun exncte nVsl pas I). 
mais D : (i + A; ) . 

Le rapport de la force centrifuge a la pesanleur doit sVieriro ici 


D’autre part on obtieut pour la eomposante do I’aUnictioii .sur 
l’^quateur et a la surface, le.s indices r rlcsignant Ies valours a !a 
surface, 

(■>. 7 ) | = f*/ D i( I — X ?“5)’ 

En prenant la valeur de Fcxpression (2/|) a la surface, la der- 
niere integrate disparail. En y portant les valeurs de D t , <p el X. on 
obtient, en ne conservant que les termes du second ordre, 

(281 af— ? )D, + 3 <p(i ? - - X^D,= K )>.*. 

C’est la formule fondamentale de Clairaut, pour la surface, eu 
seconde approximation. Elle correspond k (18) du Chnpitre X, 
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Liquation correspondant aux moments d’inertie s’obtiendrait 
<le inline en suivnnt la m£mc marehe. On a 


i ut) ) 


f p d c a ( 1 + a 1 1 X a = J r pd c l] (' 1 

'■'ll '-o 


■ tt x a 1. 


C’est Ja formula de d’Alembert qui correspond a (17) 
(Chap. X) qui donne I’aplatissemenl conform c a In consLante de 
precession, determinrie par ie rapporL J des moments d’inertie. 

L elim illation de la seconde inldgrale de (28) an moyen de (29) 
donne In relation correspondant a (19) (Chap. X) (jui exprime 
la relation de condition entre <?i, 9 el J, an moyen de I’intdgrale 
<le p de* seule, 


« m 


>. .) f p d C : ' ( I - 4 - •> X s ) — r. ( X J - 
J {) J 


oil), 


ib i»)"- 


IDO. I/equation difiterentielle de Clair aut-Radau en seconde 
approximation. -- I)i'»rivons 1’iWpialion (mo) on (:>./(), a pros avoir 
divis^ par 1 ^ X - pour isoler la derniere inlegrale, on a 

1 >0 i /*•■' X" I> | ’) ■ r t i ^ X- y , 1 •> H- f i \ | 

/‘ # . f»)- 

) / p d c '" l I -I A - ia‘-H /••'* A- 7. -- o. 

/ > 7U / 

<.)n derive cettc formula iiiic se<’onde fois. On tient romptc dc la 
dciriviV de I ) ( mo), 

( 3 l ) ‘J p ( I - 1 - X a -f- 'I I) -+./-IV, 

Oil 

r d\- y r IV 
y ' = X* Iv’ * TT* 

On utilise la premiere liquation do Clairaut-lladau ( 4 ) ? n" 132 , 
pour (dimmer nr/ dans los tonnes du second ordre el l’on obtienl 

< 3'i ) /* 7 ] 1 -h Y] a -4- />Y) — *c( 1 4- r t ) 

\ A 2 

(33) x — -j 9 -H y))h- — X* t(f> ■+• 4'0 ■+* 2*1 2 ) -+■ ~ X s *)(,; -+• -n). 

Le premier membra est le m£me que celui de liquation do 
Clairaul-Radau en premiere approximation. Le lerme dc correc- 
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tion x est de Fordre de e . 11 est loujours positif cl loujours crois- 
sant avec 9 , £, y?, X 2 du centre a la surface, 011 w.sa valour est 
maximum ( 4 ). Auparavant G. H. Darwin eL Callaiulreau avaienl 
donnd des formes plus cortipliquees, qui no permeltaienl pas la 
discussion complete. 

O 11 d<§montre. comme en premiere approximation, quo yj, 
d’abord croissant a 11 centre, l’est du centre a la surface. En 
particulier la fonction rj est loujours croissante pour la Terre. La 
seconde limite de V aplatissement n° 137 correspondant u cello 
de Poincare, est conservee . 

On d 6 monlre Ggalcmenl quo les Unities de 0 son l les memes 
qu’en premiere approximation, avec la relation foiulamenlale 

(34) n "'■n- : 3. 

Enfiii en donnant a £ sa valeur aux deux limiles /, cl 3 on \oii 
que le champ du variation dorr/ — enseeomle approximation, 
est le inline que celui de rr/ en premiere approximation. (lomnu* 
la valeur de % est de Ford re de e, on a la meme discussion el les 
m^mes conclusions. 

En troisieme et quatrieme approximation les lermes de correc- 
tion sentient encore plus pelils, La demonstration subsiste. Kile 
est. gene rale. 

151 . Liquation de condition en seconde approximation. 

On precede comme en premiere approximation pour iulroduire la 
transformation de Uadau, Chapitre XI, n" 135. 

On a d’uhnrd ideuti(|uement, d’uprc.s la valeur de 1 >, for 
mule ( 20 ), 

(35) jf D dc R -h J p cS* dk 2 = - rv» D — J p dr l, [ \ -» X* 1 . 

On en d 6 duit a la surface, pour Finlegrule du ( aj)'), 

( 36 ) 3 f p dc b (h- a X 2 ) 

= 5 Di — a / D dc* — a C p e :i r/X a ■+■ 3 / p de* X*. 
do J 0 d\ 1 


( l ) Voir Alex. VfinoNNBT, Rotation de VcLlipsoide he. Ur op hie et figure tie In 
Terre ( Journal de Math, pures et appliquees , 191a, Chap. V, n* 1 ). 
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La derniere integrate pout dtre remplacce par sa valeur en premi&re 
approximation formula ( 1 8 ), Chapitre X. L’inlegrale en D dc* 
s'oblient comum on premiere approximation, Chapitre XI, n° 135 , 
ot le lorme do correction % do ( 33 ) s’inlroduit dans (17) en 
romplacant dans (16') rr/ on ar/ par sa no 11 veil u valeur ( 3 a). 
Alors (18) dovient 

i 37 i Di 1/1 + *ni =5 ( K h — 1 f 1) dc T \ 

V 10 \J 1 h- v -A) 

Iv designe toujours la valeur moyenne de l’expression do premiere 
approximation, n" 13 (j. Dans celte parenthese, % ot rj ddsignerons 
dgalemcnt. les valours moyennes de ces quantiles oh tenues de la 
memo fa^on. 

La Lroisieme inlegralo de( 3 (j) pool se transformer comme il sail, 
en verlu do lu valour do n (3i), 

1 38 j pH f//. s - / 'j r r » - — ~ dr. ~ a - r\ ) / p dc : \ 

. u Jo c • u, 


on (A -ri) designe la valour moyenne ddlinic par oeLle relation rl ou 
lu derniere integralo sera remplacce par sa valour en premiere 
approximation , formulo (19), Chapiter \. 

E11 portanl. loulos res valours dans la formulo (28) en tenant 
eoiupto de la promiero approximation pour simplilier les tonnes 
du second ordre, on oblient linalemenl Pequalion 


3l)' 

a K 

4<> 1 

. _ , V'l +■ 'Oi 1 

ft:, ^/l + f) 1 

4 1 » 

s - h + l<?) 


= <J 5 + i, 


( A* •(] ) ( X- — O ) ■ 


Ini. Les limites de l’aplatissement de la Terre en seconde 
approximation. — (89) ostia formulo (19) du chapitre prdcddenL, 
cm premiere approximation, coinpldl.ee par les tonnes dc correc- 
tion e el £. On y remplace encore 1 - par ae + 3 <? 3 , et yj, par sa 
valeur on seconde approximation, obtenue en dliminant Finldgraic 
tie ( 3 o) an moycn do (28) 



? 


\> + ~o + 


14 




!> 9 
2 e 


m. Jm '> 


9 _ 

1.1 
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Dans la derniere expression, les deux premiers lernies represenlenl 
la valeur de r)i on premiere approximation, le lerme en cp as l le 
Icrino de correction. Rn designanl par yj„ cello valeur de premiere 
approximation, on aura 


\/i -H VQ __ y/i -h Yjo __ 9 1 / <M) 

K ~ Iv us 8 \J i h~ 'jqo \ 



Dans le lerme de correction en <p. on a fait =.n 0 el K - i , 
valeurs suflisamenl approeb^es. Finaleinei.il on a 


M 3 ) 


a i \ n- t,« . 9 i . \ i + Tf|„ •>. . 

e - 4 - t J - — : — - = J + - — I — t Jy - - - - ( e yi ) ( > e - 9 ) ■ 

lv * K) 

J c ^ -4- 2 o) — c s — J 9 - -9". 


1 

35 


\ I -b '(\a 


Les valeurs de ,1 el de <p, cunsid^rdes an chupi Ire precedent, 11“ 137 . 
donnent J -f- - = 0,00600919. \ en prenuiit pour r la 

la valeur de premiere approximation 1 : U97, 1=4. On oblieni 

5 =s ( N.17 h- 3a.o‘> — i(i.<)8 — 11,35 — «).<>•> i 10 ' r ' — ’>.,87. n» r \ 

Le maximum de K= 1,00076 a to uj ours lieu pour 0 . , 

eomnifi eu premiere approximation. n° 135 el 43 (>. (Ins valeurs 
de K el . rj dcHerinineut (a limite de Poincare, pour laquelle il faudra, 
dans ( 43 ), donner aux termes do correlation lour valeur maximum. 
O11 fora done ((rn) =0, (it duns delini par ( 33 ), on (era n !, 
elE“^, 011 pi = «.n, valour minimum dr In density suprrlieielle 
pour la Terre. On Irnuvo 7 4 = o,o3^7, puis 43)6 X 10' n pour la 
valour du lerme de correction corrospomlant el 0,00601(171 pour 
la valeur du second membra de ( 43 ), premiere limite. 

La seconde limite de V aplatis.se ment n’esl drliine par la valeur 
maximum ri = 73., a la surface. 

Dans K de ( 43 ) delini. par (18), u° 135 , il faudra donner a n la 
valeur n 1 de ( 4 »), c’esl-a-dire remplaeor do premiere approx i~ 
* T T£* 

4 d-n, , ou K'j est La ddrivec do K par rappori 

' terme de correction de yj r dans (/{«). 
ie lerme en K.\ dv\ u .el le mettredans 
Dans cetle expression ( 43 ) on fora 
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vnooro (crj ) = <?, r it et rj==*o, on */i 0 do premiere approximationy-- - _ 
dnnslc lerinc en y. Les lermes de corrocliou, aulivsque ^, dans (43) 
prendront In forme 


(M> 


i 


J /j 


TT'^ 


>. f* Ol — 


ii 

700 


I ) 

I-+* % 


(t- 5711 )' 


On ohliendra pour ^ In nouvcdle \aIour 0.0828, an lieu de 0,0827, 
el pour le nouveau lerme de correction 


w 1 = ( 1 . *»..*> — 0.84 — o,i(i ) lo 15 ~ 3,23 X 10 ,i . 

0‘ premii»r membre de ( 43 ) pour cello seconde limile aura la 
menui lonno quo lu dernier membre de (2.0), n° 137 , on yj, sera 
rmnplaci'i parr;,, valour de premiere approximation. 

Coniine pour la premiere approximation, n n 137 , on oalcule une 
st'rie de valours du premier membre de ( { 3 ), dans les deux eas, 
pour diflerenles Mileurs de r, on a 


I : f'. K : L, 0007 :». I\ lv r 

'*•*)(), o n.000 oili 70 0.011*1 018 /|<) 

I 1(101 1 7 8*> 

•»-<)(■) , 2 t i 3 > 171.) 

296.3 1 4 (i ‘5 1 (i 1 8 

296.4 1 3 9 *) 1181 

296.5 1 7 *>6 1 >0 1 3 


Pour In limile do Poincare. In soinme de.i tenues du second 
rnembre de (48) esl 0,000 01(17 1 ot donne coniine solution 296,00 
pour* Pinverse de I’aplnlissemenl 1 : r. Pour In seconde limile. en 
ajoulanl t\ el £, on a o.oofi 0102 9 et. 296, 4K. 

Mais on n vu,n" I IK, (28), quo A- etail mis pour A’ J • -iyXL On 

a rein place A- par \u\ alors c esl. mis pour r -- ^ y e- el * esl mis 
pour - -i- ^ y. La plus grande limile^ do 1 : e devrn etre nuginenl.ee 

do - d y nu o,oK par la ddlbrmalion. Lite dovicnL 296,86. 

1 / inverse de Paplalisseinent do la Terre sera, 011 seconde 
approximation, eompris erilre les limiles 

1 45 ) 29(1,00 < i < 296,5(1, ^ = 396,28 -fc 0,2ft. 

La valour moyenno esl abuisstio d*uno uni 16 par rapport & la 
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premiere approximation 297 , 35 , n" 137. Do plus IVcarl enl.ru les 
Iimites est double, 0.06 au lieu do o, 39 . La precision res to encore 
Ires grande, de l’ordre de In moilie cPune unite. 

153. L»es Iimites de l’aplatissement en toute approximation. 
Conclusions. — II faut remarquer en outre quo r :l .'18 x io“ w , 
de sorte qn’cn se limilnnl a la seconde approximation cl a e-, on 
neglige des Icrmcs, qui ne penvent influer que sur In Iroisieme 
decimate de Pinverse de I’aplatisscimml. Les Iimites de cetapla- 
tissement sont done determines, avec tonic /'apprn.vima/fon 
possible , avec lours cinq chiHVes exacts dounris par (/jn). 

Ges valours no dependent quo de cellos de o et de J, qui son! 
ddterminees clles-mdmcs avec cinq chi Arcs exacts. De plus .1 e^i 
donne uniquement par les im , sures astrnnoniit/ues de in precession 
et f par les mesures physiques de I’attraelion determiners par le 
pendule. Ges Iimites sont. indepen d antes dr hi l<>i des dcnsi.trs. 

On a vu, au n°139, le cnlcul des valours de I’aplntissmueul fnile.s 
en premiere approximation, au moyon des Inis de donsitd de 
Roche, de Lipschitz. etc., ce qui nous donne des Iimites pratiques 
plus dtroites quo les Iimites llieoriques. On determine la rurri'r* 
tion a faire, en .seconde approximation, en dillerenliunt I Vi j im V imi 
de condition (13), n° 152. par rapport a t\ ce qui donne 

(46) de + I \de ■= ; h- \ Jy ^ 4± L Hi 1 _ <r . n H *>.C - o >. 

•e> * v /, n 

H conlient la derivee dc K, function de r\ el de e. Dans tons ce s 
termes de correction, on introduit Jos valours de premiere approxi- 
mation. La valour moyenne ( c r\ ) est ralculec par Pinl^grale qui la 
ddfinit (38). Finalement on oblicnl, avec los valours extremes, 
7t = i , 2 et 3, do la loi de Lipschitz et de Roche, ies Iimites 
tStroi lenient ressorrees 

(46') agO, 44 ~ c < , Ag<>,4R? ~ =- .A o. <>•>., 

On peut dire ainsi que pratiquement [’inverse de I'aplatissc merit 
est determine d 0,02 pres , en toute approximation dans Vhypo- 
these de Clair aut , par les settles donates relatives a V attraction 
et h la precession . 
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Les mesures geodesiquos et cellos rela Lives an pcndule sonL loin 
<Je doimer cello precision, fount in par les seules ressourccs du 
eaicul mallu'nnnliquc applique aux donnees astronomiques el 
physiques, Les mesures do Clarke ( 1880) elFaye (1881) donnaicnl 
•M)l\ el 292. Cellcs plus recontes de Hclmerl (1907) cl do 
Huy ford (1909) donnaicnl 2980! el 297, a line 011 deux unites pres. 
La derniere mcsuro dTIelmerl (191 5 ) ahaissail cos nombres 
a ayti, en parlail action! nvee les calculs tie second 0 approxinia- 
lion (* ). On pent dire d’aillcurs quo si cos dernieres mesures on l 
lint par s’im poser, e’est grace a la demonstration niatheniatique. 
tjui imposait cos valours coniine smiles coinpal ihles avec les 
mesures aslronomiqucs. 

11 serai l a ddsircr que les mesures geodes iq ues el. cellos du 
pcudulc puissent nlleindrc la precision dcs mesures aslronomiqucs, 
car les marges de Pdcorce prouvenl surabondammenl tpio la 
surface terrcM-re possede asscz de jen pour so mellre en equilibre 
hydrostatique sous Paction ties forces permanonlcs. Alors si la 
valour de Paplatisscmenl mesure ne cad rail pas avec les limites 
oalculees, il landrail abandoimer Ph^polliese de Clairnul d’une 
vitessu uniforme cl rarourir a unc autre ties hypotheses, tpii 
scroll L 6 tu diet's thins hi t liapilrt* suivanl. 

Les calculs tie raplalissomenl en seeondo approxima lion, mais 
uuiquemenl pratiques el. mimeriques, avaionl eld fails ddja par 
Wiecln*rl. thins Phypolhtlvse 1111 pen simplisie tl'iine Terre forinee 
seulcmcuL tPun noyau el d’uno decree. Jl avail trouve 7 : 3 pour 
la valour de Pinverse de Pnplalissomonl, Calhuidreau avail tronvd 
la memo valour 297,4, G. IL Darwin (-) avail fail dgalemenl les 
calculs avee la loi de Roche cl irouvd 29(1,4 . Celle valour coincide 
exaclemenl avec ionics colitis ddlermindos par A. Yeronnet, cl 
denudes par ( 4 b 7 ). Tous les auteurs precedents iPavaienL fail 
tpPune smile ddlorminaLion, sans s’occupor ties limiles possibles 
ni tits la variation dcs resullals aveti les lots de densilcs, 011 les 
hypotheses admises, ce qui esl ahsoluiuonl ndccssaire, pour pou- 


( 1 ) La determination de M. Ilelliromior, :>g.‘),u (19:19) par 1 c r&seuu des 
Alpes frannaistjs presents un grand inLcrtU ooimno determination locale precise, 
mais peul ne pas donner la m6mc precision pour PuplalisscmcnL general ou 
moyen. 

(-) Theory of the figure of the Eart ( Monthly Notices, 1S99, p. 119). 
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voir juger de la \alidito do telle on idle determination geo- 
d6sique. 

Tout recemmenl M. R. Wavre a donne uue no u voile determi- 
nation do l’aplatissement, en seconde approximation, au moyen de 
sa m^thode, doni Je principc esl indiqinS au n" it fi. Yvoe les 
mimes valours de <p el J quo ci-dessus il Irouvo 298,3 au lieu 
de 297,1, on premiere approximation ( i ). En seconde approxima- 
tion, il donne les limites 293,73 ot 293,9. La dcrniero valour est 
sans doute la limite de Poincare delermiuee ci-dessus : 296,00. 
17 autre limite n’a rien de eommun avee cede dont il esl parie plus 
liaut. En lout cas el le no pout pas donner unc valour plus petite 
quo celle de Poincare, pour 1 : c, puisquc celle-cr < fc st unc limite 
inferieure , comine il a die indiqueau n 11 130 . 11 esl regrettable que 
M. R. Wavre n’ait pas connu les Lravaux do ses pnkl6eesscurs : 
Wiecliert, Callandreau, Darwin, V^ronnol, ni lnonlre comment iis 
se tromperaieni tons, en doimanl desnombres egnnx 011 sup^rieurs 
a 296. II semhle bienque M. Wavre ait neglige les variations delv, 
en seconde approximation, coinmc il le fait en premiere approxi- 
mation, n° 78 . 11 ne conserve done qu’uue valour 1 : c, voisine de 
la limite de Poincare'* en negligoanl la seconde limite <'*t inline ci- 
dessus, celle qui donne preeminent les valours superieures a 396. 
De plus, il ne limite le ealcul des tonnes de correction que par 
les deux limiLes primitives do Glairaut, qui sout, extrememenl 

larges L - o < n 9, ee < j u i Ini donne ret oenrl do 2,13 outre les 

valours extremes tie 1 : c\ au lieu des \n lours beaucoup plus 
resserrecs oblenues ci-dessus. (Test pour la meme raison qu au 
n w 81 il oblient des limites deux fois plus grandes quo Callandreau, 
Darwin, Helmert, etc. pom* la depression de I'cllipsoido el la cor- 
rection des valours de g. Il rcprochc a Callandreau n° 78 d’avoir 
neglig6 3 oo m dans la difference des rayons. Cola provienl. d’uiie 
difference de notation. Callandreau mesure la deformation, a 
partir de rollipsoidc de reference, et: non a pnrlir de rellipsoido de 
premiere approximation. 

154. Tableau resume des limites suocessives de Paplatissement 


( l ) Figures planetaires et gdodesie, u* 78, Ganibier-Vitlurs, ifl-ia. 
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de la Terre. — Nous avons vu, au n" 120 , que Glairaut, des 1743, 
avail determine deux limiles fonda men tales entrc lesquelles cel. 
apIalisscmenL derail <Hro ndccssaircment coinpris : ~ 9 el -9, otcela 
quelle que soil la loi des deusilAs a Finkhdcur de la Terre. La 
premiere cnrrospondail en eUcl au cas oil la masse de la Terre 
an rail did coudonsrte lotaleuient en son centre, la scconde an cas 
on la masse aurail. die honiogcne, el la repartition (Tune masse 
luUemgene quelconque esi nccessaircment iulermddiaire on l re cos 
deux limiles. Les valours de ces limil.es no ddpendnient que d’unc 
nicsure physique cp, rapport de la force centrifuged la pesanleur, 
laquelle elail donnec par Ic pcndule. D11 temps de Glairaut, on 
pouvait ddja oblenir trois chillVes exacts, les deux limitcs fixdcs 
dlaienl fort dloigndes Funo de Faulre el ilonuaieut pour Fin verse 
dc Faplalissemoul les nnnihrcs a 3 o et 077, mais les mesures 
geodesiques elaienl loin do tomher (mire ces limiles. 

A la (in du mx*’ sieole, soil if>o a us plus lard, Tisserand ramenail 
In derniere limile a 4 o 3 . l/aplal.isscmenl pouvait. varier encore (lu 
simple an double. 

Ouavu ensuite, an 11" 123 , coimnenl Finlroduclinn du iioinbr^ J, 
rapport d(‘s moments (iinrriie domic par les mesures nslrono- 
miques de la precession el la formule de d'Alembert permel.hdt 
iFahaisser ees limiles a 570,3 el .ion, 3 . La comhinaison <lc*s deux 
Idrmules de Glairaut el de < I ’ /VL*m lx*rt. aurail done pu deja 
permellre de determiner Faplatissemeul de la Terre, a mi dixieme 
pres, des la fin du xvnr 0 si eel e. 

Lidia nous avons vu, aux n os 137 et 132 , comment la transfor- 
mation de Uadau, appliqueo a liquation do conditiou on 9 et J, 
equation de Glairaul-<F Alembert, avail perm is a Henri Poincnr6 
ensuite a Alex. VYironnel, de drtlerminer les deux limiles Ires res- 
serrecs : 297,10 el 297,09 en premiere appi*oximation, avec «yf),oo 
el 296,56 eu Unite approximation. 

TAJcnrl possible thdoriqnement so rcbluita ±;o,i 5 sur Finverse 
de Faplalissoment, en premiere approximation, el 0,58 en toute 
approximation, soil 

297,25 d" o , 1 5 j 296 ,28 dr 0,28. 

Gctte precision oklenue paries calculs malhdmatiques, appliques 
a des nombres 9 et J fournis par des mesures physiques et des 



204 figures d’equilibre dune masse heterogene en rotation. 
mcsures astronomiques, depasse de beancoup les meillcures delor- 
minations geodesiques. 

Les calculs pratiques, snr difKrentes lois de densites, rcslrcignent 
encore ces limites lh<k>riques et montrent que Ton a, quelle que soil, 
la loi des densites choisie, avec plusieurs centaines de determina- 
tions, Ghapilre XIV. 

29^,18 ± 0,01, 296,46 ± 0,02. 

(Jne comiaissancc suffisamment precise des nombres o> el J per- 
meUrait dc determiner l’apl&lissemenL de la Terre avec cinq 
chifFres exacts. Acluellement ils nous le donnent avec /\. 

Tableau des limites successives de Faplatissement : 


1 : v. 

N° 120. Glairaut s3<> -*>77 

N° 120. Glairaut-Tisserand 23o -4°^ 

N° 125. Callandrau-Veronnel 2 . 70,0 -3<k>.3 

N° 137. Poincare-Veronnel (premiere approximation 1 . .. 297 , 10 - 297,39 

N° 152. Poincare-Veronnet (toulc approximation) 296 , 00-29O , 50 

N° 154. Yeronnet (calculs ruimenques et pratiques ) 296 , 4 1 - 296 , 4 # 

Ges valours limites, qui dependent uniqueinent de celles de 9 


et J, pourraient dire modifies Idgerement par la modification 
memo des valours do base. C’esl. ainsi que Ml. do Sitter ( 192/}) a 
donnd la valour 396,92 pour Pinvcrse do PnplalLssemcnl ainsi 
ddduil, avec des nombres Irfgeremenl dllFd rents (’). Nous avons 
vu, formule (21), n° 137 , Texpression qui donno la correction do r, 
correspondant a celles de © et de J. Les correct! 01.1s do seeoude 
approximation restent les memos et i! suffit de modifier les valours 
de premiere approximation. 

155 . La surface de PellipsoKde terrestre est ddprimie entre les 
p6les et l’equateur. — La formule (22) du 11" 148 determine l’apla- 
tissement des surfaces de niveau en fonction do la vitesso do rota- 
tion co. Cette expression comprond en particulier des term os 
dependant de la latitude 0 . Comme la isolation est nnifovmo, on est 


( l ) On the flattening and the constitution of the Earth ( Konink . Akak. v» 
Wet., Amsterdam, t. 27). 
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conduit a annuler le coefficient B de cos 2 6 dans la foi'mule de w 2 . 
pour realise r l’ 6 quilibre relalif rotation en bloc. 

On obtient une premiere relation qui sert pr^cisement a d£finir 
la deformation introduite par l’equilibre relatifs. On a 


<47) 
( 4 i) 


A -H 27 A* D - 


21 r , 

3-’ X 


A 4 c 1 dp 




. j c'-ey- a to 5 

'-*1 r~— ) e , ' f - 


a etant defiiii par (5) et analogue a A. 

En ddrivant deux fois la formule ( 47 ) on obtient une equation 
diff^renlielle du second ordre par rapport a y/. 4 , que l ? on peut 
ecrire 

( 48) ri +;ic + 5) - 2 ? 1 1 -+- ?) -f- ~ /t'-r), £ 1 = o, 

mi 

_ ri yaM' 

T » ’ 

est une expression analogue a la function n de Radau et a £. 
U expression differenlielle ( 48 ) a la memo forme que ^equation 
de Gla i ran t-Ra dan ou r) serait. remplace par s, rnais avec en plus 
un terme fonction de r) et 5 el divise par 7 . 

Callandreau deinonlre que y)( 4 , nul au centre, commence par 
dScroitre et devient negatif. II d^monlre qu’en tout cas y reste 
Loujours n 6 gatif, ce qui indique que la deformation est nulle a 
I’gquateur et au pole seuls, ( 9 ), n° 147. II y a done depression 
entre le pole el l’equateur, d’ou ce th^oreme de Callandreau : 

Dans un fluide heterogene , en equilibre permanent . anime 
d'une rotation lente , toutes les surfaces de niveau sont des 
ellipsoides deprimes entre les pdles et Vequateur. 

Cette deformation correspond a la premiere figure derivee des 
ellipsoides homogene , coinme on la vu dans le i or fascicule de 
cet ouvrage, n° 80 (fig, 38). 

On peut determiner une limite theorique superieure de y. 

3 

— r< 


(49) 
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Cette formule due a Gallandrcau, donuo uno depression maxi- 
mum do io m , pour la Terre a une latitude do /\ 5 ". Hue errour de 
chiffre lui avail donne 5 m , valour re c lift tin daus une nolo ( , l tin. Obs . 
Paris , 1889). 

G. H. Darwin a ealoule la depression maximum dans le ens on 
la densite suivrait la formule de Roche, II trou\e .*>,() seule- 
ment( l ). Dans FhypoLhesc simplifitic dhm noyau el. d'lino reorro 
il Irouve mi maximum de 8 m ,8. 

Wiechert, dans son hypotheso d’uu noyau de ler el (Tune eroree 
de rochers ( 2 ), dont Fepaisseur sorait le i/f> n du ra>im, Irouve une 
depression de3 m ? 7p. M. A.. Veronneta calculi los limil.es maximum 
et minimum de cetle depression avee les fonnules de Lipschiiz, en 
faisant varierw.il trouve ( :t ) des valours comprises enlre PVdi 
et 4 m ?27, pour des valours de la densite suporfieielle comprise 
entre 3 et 3 . 

Avee la formule de Roche, qui realise Faccord des aplalissemenis 
donnes par Faltraclion et par la precession, il trouve la valour < | u i 
doit etre rtinlistie pratique ment 

«$/■ = 3 m , 28 rfc o»», 

valeur identique u cello de G. H. Darwin. Cette deformation e.st 
tout a fait insensible et ntigltgcnble pour la Terre, n" 177 . 

Pour Jupiter et Saluruc on a 1,64 cl 1,09 pour la valeur de 7,. 
La depression maximum lluWique doimec par (^9) serai l. de 1.88 

et de o 5 a k,, \ eest-a-dire le y— ^ et ■ du rayon. Par rapport a 

Faplalissomcnl des deux pfanetes, on a la deformation sphtirique. 
cetle deformation ellipsoidale serial a 3 Ibis et ia ,3 Ibis moimlre. 
Comme Ftiquateur ton me plus vile que les autres parallels, eelle 
depression serait encore acceulutie. 

Llle serait ici de Ford re do Faplalissoment Lcrrcstro pour 
Jupiter, du triple pour Saturne. lin olfet ces depressions, ruppopltins 
au rayon de la Terre, seraienl rcspectivement de 1 pour 
Jupiter et de 5 p km pour Saturne, alors que la depression polaire 


( ) The theory of the figure of the Earth (Montly Notices, 

( 2 ) Nachr. K. GeselL zu Gottingen (1896). 

( 3 ) Journal de Mathem igir*, p. /j6a. 


p. 107). 
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terreslre due a l’aplatissement esl de 2 i km . II esl vrai que prali- 
quement, en tenant compte de la loi des densites, ces-nombres sont 
r^duits au tiers pour la Terre, mais la loi des densites applicable a 
Jupiter et Saturne n’est pas la m£me et donnerail une deformation 
plus Yoisinc du maximum theorique ( 1 ). 

156. Les surfaces ellipsoXdales sont impossibles, merne en mou- 
vement permanent, avee vitesses de rotations variables. — Nous 
avons yu que, dans le mouvement permanent, avec w variable sur 
chaque surface de niveau et sur chaque parallele de ces surfaces, 
liquation hydrodynamique, qui definit l’equilibre, a la memo 
forme que dans le mouvement en bloc, n° 46. Dans le cas ou les 
surfaces de niveau coincident avec les surfaces dVgale\lensite, on 
obtient la m£me relation (6), n° 146, enlre les vi Losses m el les aplat is- 
sements e ou A. Mais il s'iutroduit la non voile condition hydro- 

■dynamique d’equilibre — o, n° 48. La vitesse de rotation doit 

etre la mdme pour tons les points qui sont a egale distance de 
Laxc de rotation, elle ne doit dependre que de cello dislauce x a 
I’axe. 

Cette formule (6) pent s'ecrire, en integrant par parlies le 
coefficient de sin-0 et on re m pi a ran l les et p' 1 par c. 

{ /in i o>- - o)?. — «t: /' sin- 0 j (e r — p r'j 2, c /p, sin- 6 = ~ > 

r est Taxe polaire de la couche, contenanl le point considere de 
coordonn^es x, 5, et de vitesse de rotation cn. II peut etre pris egal 
an rayon vecteur du point, dans les termes en e-. 

represente les deux premiers termes de (6), qui dependent 
uniquement de r. On voit que co;. definit la vitesse de rotation 
sur l’axe polaire, ou# = o, et doit&lre constanL, coinme.c, d’apres 
la condition hydrodynamique ci-dessus. 

co? et le coefficient de x 2 ontla meme valeur pour tous les points 


(i) M. Callandreau, dans son premier Memoire sur la theorie de la figure des 

B — A B — A . 

planfctes a calcule surtout les expressions — et — g— en seconde approxi- 
mation. II les a etendues ii Jupiter et Saturne dans le second Memoire sur le 
m£me gujet. 
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de la inline surface de niveau, puisqu’ils no dependent quo de Paxe 
polaire r de cetle couche. Mais de plus, pour quo c*>- soil uni- 
quement fonclion de il faut qu’ils soienl lous deux constants 
dans tout le fluide, car w 2 no depend diroclcmenl do x quo 
par si n 2 0. Or coinme la densile p csl. supposee counue el diUiuie 
on fonclion de r, on voil quo co; = const, dclinit la valour do 
Paplatissement e de cliuque couche en fonclion de /’, on e—f( r). 
On voil qu’il en esl de m&me du coeflicicni de ./ 2 , (jui ddiinirait 
done e comme une autre fonction k de r (5o'), ce c[ ui esl impossible. 

D’ailleurs, pour quo le coefficient de soil vino consianio. il 
faudrait avoir 



or au centre on a 

/• = o, 6* =; r, r = e r — v o o.l '/ — n. 

pour la plupari des lois de densile. Le premier inombre sera it tin 
zero d’ordre 3. Pour qu’il en soil de memo du second, il laul quo 
I’on ail k — o, c’esl-a-dire que le coeflicieul de x 1 soil mil. Do 
plus la fonclion conslanle k csl inverse de r- d’apres (no'), ce qui 
n’a pas lieu pour wjr. 

On a vu, dans le numt'jro precedent, que la deformation do 
Pellipso'ide en secoude approximation esl Ires faible*, dans le cas 
de PiSquilibre relalif. Dans le cas du mouvemeul pcrmuucuL, il 
foudra done vine foible variation de viles.se pour realism’ des 

surfaces ellipsoidales el si la condition ™ - ~ o n’est pas reulisee 

mathimatiquement, elle le sera assez pour que les surfaces do 
niveau el d’egale densile coincident pratique went. 

La formula (5o) est valable avee vitesses de rotation variables. 
On voil alors que, pour realise r des surfaces cdlipsoidalos, il faut 
que la vilesse de rotation croisso de Poqualonr mix prtles. (Post le 
conlraire qui a lieu pour le Solcil, Jupiter ol.Salurno. La surface 
sera done encore davanlago d6prim6e vers /\ 5 , que si elle lournaii 
d J une seule piece. De plus cos differences do vitossorestenl prolin- 
blement localisees- dans los couches superticiellcs, an lieu de rosier 
constants en profondeur, suivanl les lignes paralleled a Paxe de 
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7 . 01 ). 

iuiij d’apres la condition^- — o. 11 s’ensuit quo les couches. 

tie d ensile ne coincident pus avec les surfaces do niveau. A la 
ce exierieure, ce. soul done des couches de densities dillerentos 
ifHeure.nl suivanl les diflerenls paralleles, en produisanl les 
es quo nous voyons sur Jupiter cl Salurno. 

ropresenlauL par a le denii-coefficient de sin- 0 dans ( 5o )■ 
e par on peul ecriro, com uic a cst pelil, 

i«j- = <<);.( i — a a sin 2 0 k to t^= tr) r ( i — a sin*- 1 (J i. 

usual r — ~ o dans 1* expression do a, on oblienl une premiere- 
7 su peri cure 



li dounorail a^o.ooSS pour la Terre. La rotation a 4u° so 
en :>.5o secoudes de moiiis qu’a 1’eqmiLeur. Une <kud.e plus. 
;* do {’integrate donnerail la limile 

a C‘f\ -+- T, . 

s! fa moilie do la vuleur preeedenle. 




IV ( 2 ). 
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QUATRIEME PARTIE. 

QUESTIONS UIVERSES. LA PESANTEUR. 

LA DENS1TE INTER1EURE. MOUVEMENTS SUPEIU’ICIELS. 
JUPITER ET SATURNE. 


CHAPITRE XIII. 

LA VARIATION m LA PESANTEUR ET L’APLATISSKMKNT l)E LA TERRE. 


157. Objet duChapitre. — Glairaut, dans la Figure rfc la Tt*rr<\ 
apres avoir donn6 la formule qui dd terminal I. I’aplatissemcnl. (hvs sur- 
faces de niveau, par rapport a la vitesse do rotation, avail domonlre 
une autre formule, egalernont fondainentale, qui dtHorminail re i 
aplalis seme ul. d’apres la variation de la pesanteur a la surface. ( lel.le 
formule a (He ealculee eu second c approximation par /Yirv ( i<Si(> ). 
Helmert( l ), Darwin (-), Gallaiidreau ( :l ), (tic., alin de preeiser 
plus rigoureusement raplatissemenl <pie Ton pout (*n deduire. 
Ges travaux et lours rdsullats seront exposes dans ee clmpilre avec 
•([uelques autres sur la menu* question. 

158. Formule de Clairaut reliant Paplatissement et la variation 
de la pesanteur. — La pesantcur est la resullnnte do rattraetion el 
de la force centrifuge a la surface do la Term. D’aprds le n° 70, les 
.composantes de cette force rdsultante g sonl (P — (Q — 


( 1 ) Hohere Geocldsie , t. 2 . 

( 2 ) Darwin, Monthly Notices , t. GO, 1900, et Scientific papers, 1. n* 7 . 
•L 1 ) Callandrkau, Ann. Obscrv. Paris , t. 1 . 9 , rSSQ, et Pul, astron ,, 1897. 
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II v. Sur ('ellipse meridienno, on faisanl;^ = o, nous aurons 


(0 


R a s*-W l>* 


■ oy~ y-.v 




'i! ' r;1 \ 

a * rT 2 ) * 


Or la parlie onl.ro parentheses pout s’ricriro, cm tenant comple de 
a- ~~ c-{ i ~h A- ) el de IViqmUion de Pellipse 


1-0 


I -H X- I 


3 - .r- 

• -i =i- ■>. c . 

c- a 2 a 1 


liii drisignant par 0 la eolatiludo, sin0 --- j y on pent dans le Lerme 
on f\ romplacer a par /’. on negligeant e a , el Pori aura 

( • > ) A' - •= R 2 c' l \ i — •> e sin- 0 ), = R c( i — c si n a 0 ). 


La seconde formule esl oblenue 6 gaIemoul en negligeant c-. 

L’expression H esl. (lounge par la formule (i3), Ghapilre VIII. 
Mu prennnl sa valour a la surface, la seconde iutrigrnle .s’nnnule, en 
driveloppanl le terme reslanl, par rapport mix puissances de /, on a 


i i ’> 


II -= 


-ff ? </( i 5.- ) ^ i 



/- esl de Pordre de grandeur de o. On neglige les /'* eu premiere 
approximation. La valour de l- esl douin'm par la formule ( 27 L 
Ghapilre VIII, n" 1)7. On ohliendra de inline f :i on dtivcloppanl 
(‘I rrtnplaran t l- -- r, 

l- — a- ^ 1 — a? sin-0 h- ( - X 2 sin 2 0^ . 

I* r.-*‘ . / r 2 . \ 

1 - = - A n f 1 — .‘I cj am- 0 ! .{ c sin 2 0 ) , 

)j r a \ r i J 

r esl ia valour du petit axe a la surface. 

La valour de II dovient alors 



Hi) 


R ^ 



:ic L 


sin* 0 ) h- 3 



sin 2 0 



Pour 1111 ell ips Okie homogene, on a 

1VI =s | 3Cp a* (.) ss | 7 up C ;, (l ~h X s ) 
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■et la premiere integrate est Tcxpression exacle de la donsite 
moyenne D de la masse h<H6rogene, en tenant coinpto de I’apla- 
lissement des couches. La valeur de la scconde integrnle en dc r> c 
est donnee par la formule (18), Chapitre X. IVexpression de la 
pesanteur ( 3 ) devient 



i — 3 <2 sinM) 


(e — i (5 sin 2 0 — a)j 


(i- 


En efFectuanl les calculs. ndgligennt e' 1 ) on aura 
<81 — ■«?+?) — — e^sinsoj. 


au p6le sin-0 = o, a l’cquateur sin-0 = i , on aura 

/x r M , x M , 

< 9 ) g P ^ 55(1 ■+-?), 

<9') |»)=/S(. + .-| f ). 

En reprfoenlant par l la latitude, sin a 0 — cos- /, on oblienl 
<10) g =go [14- — sin2/j, [3= J? — r = <•!*, -mi. 


La variation de la pesanteur est cxpriince par In coefficient de 
sin 2 Z, 011 ( 3 , qui permct de ddlerminer e , par les scales matures 
de g. faites au moyen du pendule, on des lieux de latitudes dille- 
rentes. On remarquera on efleL quo la loi des densities p, dans ((>'), 
a < 5 Le rfli mince* an moyen de la premiere formule de Glairaut. la 
formule fondnmentalo (18) du Chapitre X. 


159. Demonstration direct e de la formule de Clairaut. 

Hoi inert ealculc directemcnt le potentiel, comme pour un corps 
quelconque, qui peut etre suppose solide, sans s’oeenper des con- 
ditions de Fikpiilibre hydrostatique. 

Soil un point fixe V(x, y, z) ou (r, 6 , <p) par rapport auquel on 
calcnle lc potentiel et P'(.r', y’, z) ( r’ . O', o') un point variable do 
masse eldmcntnire dm, on aura, l’intdgrale 6tant <St, endue £1 tous los 
points P', 

<") v = {.(f dm-h~ J P, r> dm 4- -L J P a r'* rtVn + . . . ) , 
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Pi cl P 2 soul les polynomos de Legendre (Pordrc i el. m. La pre- 
miere integrate clonne la masse Lotale M. On a ensnite 


P t = COPY 


ogx y y r - 


s' tfm = <>, 


(i3) j Pi /■' dm = — J x' dm - 4 - ~ </m -h ~ j z' 


ear lcs integrates sont millos en prenant Porigine an ami re de 
gravity. 

( 14 ) Pa — 7 f cos 3 0 — ^cos 1 0 ' — - 4 - 3 sin 0 cos 0 sin O' cos O' cop < 0 / — 40 

3 

- 4 - - sin 2 0 sin 2 O' cos d/ — >1 1 . 


Or en integrant par rapport a <]/ de o a 27 t les termes ij/ — ^ dis- 
parnisscnl. 11 res to lo premier terme de P>> i' f - (jui sVrrira 


cos-0 — ~ \ ( 1 — - sin 2 O' 




reintegrate portant sur la paren these en y\ z- f donne les 

moments d’inortie — - — — C, on A — 0, dans le eas (Pun soli do 
u 

de revolution. On a linalement, en se bornant aux premiers lermes 
dii premier ordre 

(i5) V — J^M 1 - ^L(i — 3 ros*0 )(<’.— /V)J. 

I5u ajonlunL le potential rclalifu In force centrifuge. on aura pour 
le po tun Li el Lutal 

< l6 > :f c,,s!0) + ' 

La pusauLenr csl la ddrivdo normale de U, 011 d<'*riv<te par rapporl 
a r en premiere approximation. 


r/U _ .M[ 3 G — A . 

fir ~ ■> T-i [ ' « Mr 5 ( 


t — 3 cos’- 0 ) 


m s, “ “I 


Or le potonttel U est constant a la surface, soit U 0 su valour, la 
valour du rayon vecteur rPun point do la surface potirra s’ricrire 
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d’apres ( 1 6) 

(18) 


fM f O - A 
'Vo L 1 " 4 " 


— 3 cos- 0 ') — 


to* 2 

JM 



Eii repr<$senlant par a la valeur d’uu rayon quelconquo, dans !<• s 
termes tres petits en G — A el en el. negligoanl les lermes du 
second ordre, oil pourra ecrire lo crochel sons fonmi d’un produit 
do deux facLcnrs 


(mO *■ 


/M / \ 

'u„ V IH " aMffl! 


\ I" /A < 1 — A 
aJlVf/ [' ~ \» iVI a- 


fO *tf :t \ 

7 at/ 


<:os=0 


1- 


G’est Fexpression du rayon veclonr dbin ellipsoide, dnnl lo 
rayon equatorial a est 1 'ensemble des premiers termes el, dnnl 
Paplatissoment e esl lo coefficient de cos - 0 


(i 9 ') 


r = ft ( i — r cos- 0 ), 


9 otant le rapport de la force centrifuge a la pesanteur, on aura 
ensuile. en identifiant (19) el (ic/) 


(19") 


t.r 2 a :t 



3 C — A _ 1 

a Mtt* ~~ '* " ? * 


En portant cos valeurs dans Fexpression (17), on oblieul 

'*•> - = / 75 [( 1 -f- e - (•’»«- .J?)w» s »° . 

bn fin (ai rcniplucunl r‘ J par sa valeur (i</), et devoloppnnl , 011 
retrouvera les formulos finales du numero pn'iecdonl. 


Kemcirque . — On a vu qu’cn premiere approximation on a rein- 
place V 1 = ? 4 e -f- 3 e- par ae, ce qui reveuail a prendre 1 : e an lieu 
de 


i 


c-h 




O11 commettait done une erreur de Fordre Ue 1,0 sur Einvor.so de 
1 aplatissement. Gela n’avait aucune importance, il y a no aus, ou 
Faye montrait que les neuf determinations pvinci pales faites alors 
laissaient subsister une erreur possible de 6 unites sur Finvorse de 
1 aplatissement. L’erreur actnelle est seulement de Fordre des unites 
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el la precision coitus pond ante dos fortuities oxige quo l’on 
com pit* de la soconde approximation, on dos tcrnies on c- duns Jo 
developpomenl dos tommies. 

160. Variations d© la pesanteur ©n profondeur. Formule de 

Saigey. La varialion do la pesunUmr on prnfoudeur sVLudie 

plus siinplcmont cjuo la variation lo long d ? un mi'u'idion. On pout 
ncgliger l'n pin lisscinonl ol. ocrire 



Los lormulos (.V), n" i 19, pormellonl d'ecriro 

; p/«" + ]»/ ,, (3^ ■>■). 

La posanlour aiiginoiiLora au-dessous do la surface si la donsilo 
superliciollo p esl plus polite quo los deux tiers do la deusilo 
inoyrum* I), rVsl lo ihrtomnede Saigey (‘). La posnnLour augmeulo 
jusqu’a la eouchc on la densile sera rtgalc au\ deux tiers do la 
density moyonno 1 1 c vs ootidies iuLerieuros a eelle-ei. Lilt* passera 
alors par nn maximum pour doemilre en.Miil.e. 

Airv a onuslale qu’au loud d’uii puils tie mint 1 do .LS/j" 1 do pro- 
ioudeiir tin pondulo liallaut la seroinle faisail doux oscillations do 
plus par •>, \ houros, ce ([ui imlitpie uno dcnsilc supcrficiollc plus 
laible quo los doux I tors. 

En iutroduisiuil. dans la loi dos donsitos do llnclie los coeffi- 
cients diHermim'vs dans lo oluipilre suivanl, n° 172, cVst-a-dire 
ceux qui donnonl, It* nnbne a pin I issomenl. I.IiV'oriquo i /ayn, 18 avoo 
los trois idriuul<»s ( 17 ), (i*S) ol. (1 p.) do Clniraul, n" 124, on ol)(i(*iil 
la form ult 1 

rvl ) 0 =s 1 o , \ 1 -- S , 1 R /■- 1 p 1 — ■> , ). 

Elio donut*, a la distance r tin oonlre la valour eltuiL a la sur- 
face, repression 

(%\ ) A 1, =S l , H(i iT\ ( 1 — o . 4 7M r- ) f\ 


(’) Petti*! physique *tu globe, L. ‘2, j>, 1 S3. Voir Tisstsuanu, tier, ret., 1. '2, 

p. -V,4. 
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D’apres cetto formule la pesanteur a Pinleriour de la Terre passe- 
rail par un maximum dgal a i ,o4 a ime profondeur dgalo a o. 1 <> du 
rayon. On retrouvo In valour do la pesanloiir a la .surface pour 
r = o, 67, e’est-a-dire a un tiers du rayon en profondeur. Ainsi la 
pesnntour resleraitscnsiblement constants, a 4/ too" pres, pour plus 
du tiers du rayon, e’est-a dire pour les 7/10" dc la masse ( 1 ). 

[/experience <PAiry donnait pour la densite superli- 

cielle, avec D, = 5 , 5 1. Ges experiences reprises en 1886, on Saxe 
ct en Boheme, par de Sterneck dans un puils de 534 m de prolbn- 
dcur ont donn6 un accroissement de la pesauleurde ce 

<[ui correspond a une densite superlicielle de 1 ,()4 seulemenl, en 
prenanl 5 . 5 i pour la densite nioyenno ( ,J ) Cos valeurs cadrenl 
a 0,2 pres avec cello de la formule ( 23 ) ci-dessus. dependant (dies 
paraissent un peu fa i hies par rapport a la densite mo\enne des 
roches superficielles. On pent rattaclior a cello formule eelie de 
Bruns etudide au n° 3 i. 

161 . Variation de la pesanteur avec Paltitude. Formules de 
Bouguer. Critique de Faye. — La formule (10) du Claim u l donne 
la variation de la pesanteur on latitude, mais on supposnnt qu\m 
resle sur la m6me surface de niveau, e’est-a-dire lu surface des 
mors prolonged*. Or les ohservatious do la pesanteur g , au inn yen 
du pendule, se font sur des continents, a des altitudes variables. 
II faut en deduire la valour de g corrigee, c’esl-a-dire la valour 
qu’ello aurait si l’exp 4 riencu elait faile sur la surface de niveau 
olle-mdine. 

Soil g la pesanteur sur la surface* de niveau de rayon t\ la 
valour g f de la pesanteur a la hauteur h ( altitude) sera 



11 faul ajouter a g' Pallraclion de la masse continenlnlo de hau - 
teur h et de density p situdo au-dcssus de la surface do niveau. On 


( l ) Alex. Veronnkt. Complex rendu* de VAv. Sc. ( Valeurs da t'aplalmemenl 
de la Terre ob tenues par le calcul et par les mesurcs , t . 171, p. 5 ^ 7 ). 

( 8 ) Voir lc comptc renclu de ces experiences dans Bui, nst., t, h, p. i,y. c;t 
Helmert, Geoddsie , t, 2 , p. .^99. ” 
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domontrc qu’cn negligeanl les irrdgularites Iocalcs^on pout consi- 
der colte attraction comrac cclle d’un disquo d’dpaisseur h do 
rayon inrfdfini. Cottc aUraction so rriduit a 




'V = 


3 p h 

? A 'i>i 7 



La pcsanlcur g' on h s’ecril alors 


(->.;) 



3 p_ h\ 

7 I> r ) ‘ 


Los observations donnent on on deduil la valour currigee g, 
par cotlo formulo, due a Bougucr. 

L’isoslnsie conduit a supprimer le dernier lermo, et a no enn- 
server quo la correction, d’altilude, on lc lermo do Faye, for- 
mula (:«:*>), tin nom de Faslrouoine qui a propose c<i ttc correction. 
La valour do oo lernie est o,ooo.,‘>o8()/i, cFest-a-diro qu’il fan l une 
dilVomiee do -*l ra 9 •*> pour produin* sur g une di(IV?ronco deo,ooi do 
centimetre, ([ui osl. a la limile de sonsibiliu'* dos mesuros actii(dl(‘s. 

On pout romarquer quo la density dos masses con linen tales est 
ton jours voisim* do 8 euvirou rnoilic 1 *. do la don. silo Tnoyonno f», ;Y>. 
< )u pout dos lurs simplifier la formulo ( >.7) qui dcvionl 



lornmle due ogalcmenl a Bougucr, Kilos soul attribuoos parfois 
loules deux a Young, 

Or il so trouve (juo los valours do g cndrcnl inieux avuc la formulo 
( llniraul, si Fun uliliso la formulo ( 20 ) an lieu do la formula ( 27), 
oVsl-a-dire si Fou neglige og o 1 1 FaLtraction du plateau oontinonlal. 
On (in a done dthluil. quo la somme dos masses attractivcs est a pou 
[ires la memo le long d’uno vorticale, que cotlo verticale soil prise 
sur un continent, an niveau do la iner, ou on plcin oedan sur une 
ilo. II j a uue compensation dos masses sous los mors at les conti- 
nents (Faye). II s’est elabli une dgalili'i do prossion dcs couches 
suporlioiolles im'igulioros sur los couches sons-jacont.es, is osta sic 
de Pratt. CFcsl pour cola qu’Hclmcrt a ou l’icleo do condenser 
toute la surface sur une (touche de niveau situde a environ ioo kjn 
au-dessous. II aobtonvi ainsi dos risultals encore plus concordants. 
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Les donnees modernes sur les m a rocs do Fdcnrec nous monlrent 
d’ailleurs que les morccaux do la mosaique, qui la constituent, 
onl nssez do jou pour qu’ils aicnt pu prendre l’4quilibrc liydrosla- 
liquc correspondant aux forces pcrmancjites de I’aMrartiun et do 
la force centrifuge. 


162. Formule de la pesanteur en seconde approximation. — On 
a la me me formule (i) qu’en premiere approximation, II lam 
doveloppcr par conlre la formule (a)jnsqu , nii\ lermes en <•- on A' 1 , 
cc qui donne pour if, nu lieu do (3) 

( 2 () ) g 2 — U*c a (t — X 2 sin 2 0 -f- ?X 4 sin*0 — X'siuWh. 

On extraira la racine carree pour avoir i>*, coniine dans (i>). 
[/expression R sera donnde par la menu 1 formule (4), on Fon 
prendra tousles tonnes jusqu’a A ’■ . La valour de /- sera prise de 
memo (Fa pres Ftkpialion (e.7), Gliapitre VI 1 L n" 1)7, mais en dfive- 
loppant. jusqu’aux terincs en A’ 1 




1 1 — Xr — X- -t“ •>, *'» X- sin - 0 

| si n ' ft 

1 . \ 

1 /■- / ’ 

^ 1 /- /•* 

> 


En portani colte expression, ainsi que / :t , dans I’equation ( \) y 
on a 

( ^ i ; F t-ijsr/jT prf ~ ( m- X-> | (\ — sin- 0 ^ h- ^ X- ^sin- 0 — ~ j 

-*-{ r. v -*-(1 v '-'- 2 r < x! -* 2 j *)-' iu2 o 

•H g ( A i IO A J A- - I- (j y~ X*^ sin l 0 j . 


Le t urine en p dc ~ ( 1 + A‘ J ) donne 1 1J el. M, coniine en premiere 
approximation. Les termes onprfc B (i + X a )A a soul, donuris par la 
l°r mule (28), n° 149. Les lermes en A : * sentient domies par la for- 
mule ( 5), n°146, en fonction de A, el par consequent de la defor- 
mation de Fellipsoide el de y. Mais ces lermes sent ires peiils* 
com me on le verra plus loin et on peul les negliger. On rompla- 
ccra A J par ac -f- et finalemenl on aura 


ffp [ t— ('a ? ~~ e ) sin3fl + Pie'-'siu 5 *) -+- A [i a e a sln*0 


s _ 9* 26 9 :'i _ o 

p,__ + @2 = 7 — t:> — 


(3a)' 
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.. M / „ 8 :i A 

A> = . i / ' 1 ~ « <■* ■+ - <P -H f ' 2 ' — - 9 e “ “ r -) , 

.. m / o a \ 

A> ~ / - -j / 1 -4- cp ■+■ - <p 6' — - 9 a ) , a 2 = r 3 ( i -f- i>, 6* -+• J c 

On aura ensuite pour la pcsuuLeur u l’6qualour 

M / ‘J *>7 i) \ 

A*V* — ./ - J - cp _ cp e L ©1 -4- e-j , 


<33; 

a . 

<33') 

f» = 


Le demier icrmc do (33') est lo tonne de correction, iutruduil. 
par la seconde approximation, dans la variation de la pesanleur, 
clonnGe par (3. Lcs tonnes de correction de (33) s’annulcul sensi- 
blement. do sorle quo In valour de la pesanteur a I’cquateur resio 
In m£me qu’cn premiere approximalion. 

C(‘ soul, hien les inemes formules, (3N) el(3(>), n°(i, (pie domie 
ii. H. Dnrvin dans son travail cite ci-dessus an n° 157, sauf qu’il 
ajoule les Icrmcs Ires perils provonanl de la ddformnl ion do Pellip- 
soide, tenues <pii ne peuvent sc calculer quYn laisnnL <du>i\ d'une 
loi des densiles. II a vdrilid lui-meine quo ses formules soul les 
inemes quo colics d’llclmorl, (pda etendu a la seconde approxima- 
tion lo. calcul diroel du n" 1 31). Les formules ( 3 >. ) el (33) soul 
ainsi elablies par I mis niellmdes dillerenLes. 

On oxpriino ordinairement la valour de g an mo>eude la latitude 
geograpliique / an lieu de 0. Cos deux quauliles soul reliees par 
(’expression suivanto, time de lYq nation de I’cllipsc. 


tang/ 


~ ~ -= 1 1 h- X-jcotO, 
,/• ( r - 


sin 2 0 = (i -h •> X 3 sin* Inh 2 /. 


I /equal ion ( 3a) sY*eril alors, la valour do (3 elant lo eoellicuuil 
do sin-'/, 

(•Ml A'= A'e [ 1 ■+■ (/ 9 9 c^sin*/ — (^~?« — e-'j siii s /cos« / J . 

163. Resultats des observations et formules de g (')• ~ Ctt 


( l ) Les donates tic ce numcru et de I GO sent em pi* unities an remarquuble 
travail du general Perrier public dans YAnnuuirti du Ihireau dm, tangi- 
./ tides, 
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valeur de g, adoptee, on 1909, par V Association geodesit jar 
inter nationale, comme rdpondant Ic mieux a lVnsemble des 
observations du pendulc, cst donn6e par ia fumade de Potsdam 

( 35 ) £• = 978,030(1 -+- o , oo 5 3o2 sin 2 / — 0,000007 sin 8 2 /). 

G’est la formule donn^e par Helmcrl un 1901. On a sen lemon l, 
modify legerement la pesanteur a l’equalcur, qu* Hoi inert avail 
fix^e d’abord a 978,046 cm/sec 2 . 

Cette formule domxe 980,682 comme valour dr g a la latitude 
de 45 °. Le g moyen a <ke d 61 ini par la Conference Internationale 
des poids et mesures comme dgai a 980,660. 

Helmert (1901) deduisait desa formule quo .[’inverse de Faplalis- 
sement donnd par la pesanteur devail dire dgale a 298,8. Kn 1884, 
il avail trouvd 299,26. En 1910, il donnera 296,7, nombre qui 
tombe parfaitement dans les limites determinees au cliapilre 
precedent. V Union geodesique et geojihysique Internationale a 
adopte, en 1924, le nombre 297,0 pour l’ellipsoide de reference a 
employer, avec la valour a = 6. 878 . 388 m ±35 pour la valeur du 
rayon equatorial de la Terre. 

En 1910, Hayford dormait pour la reduction des observations 
americaines trois nombres qui lui paraissaient egalemenl j»ro- 
babies, et qui difftruient seulement. par la profondeur do la eourhe 
de compensation admise dans les oalculs : 296,8 pour 1 
297,0 P our iai km et 297,1 P 0,,r I * 4 k,n - 11 adoptait 297,0. Son 
succcsseur, Bowie, en 1912. 1tb011lis.su il a 298,4 it 1 .5 et a 4 
en 1917. 

En 1 9 ^ 4 7 Heiskanen en 1 H inlande determine I’aplatissemcul par 
une methode legerement dillereute et aboul.it a six Ibrmules, qui 
lui donnent des aplalissements compris entre 298,8 el 299,8. 

164 . Calcul de Taplatissement donnd par les mesures de la 
pesanteur. — On pent calculer dire clement, les tonnes du second 
ordre en c- et <pe dans la formule ( 34 ). Dans colic formule, on n. J a 
pas tenu compte dc la deformation do l’ellipsoide di'diuie par y, 
n° 147 (8). Pour en tenir compte, comme Pa fait Darwin, il fait l. 

ajouter, dans le coeflicient de sin 2 £, un tonne <5gal a 2 oft 

f—t\ ye 1 ou 0,000.002. Go Lerme cst done rtgul u + 0,000. 000. 6, 
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ol. uegligeablc, cur lcs formules, comma ( 35 ). ne donnenl quo la 
sixieme ddcimale, qui resle rndme tres douteuse. 

Pour It* coefficient tie sin 2 i cos 8 /, on aurail 
* 

™ ® ~ <?- — 3 /= (‘>9 — G -+- ( 5 ) IO-* — 29 X I , 

c’esl rc uombre, divi.se par 4 , qui donne le coefficient de sin 2 2/ 
dans ( 35 ). el. qui ost conserve dans loules les formules analogues 
de ff, car il esi domic par la thdorie, ct non par ies observations, 
qui no scat pas ass ox exudes pour oil donner uuc bonne valour. 
En ndgligeant Ie tonne on/*, on aurail 6 X 1 pour le coefficient 
do s in 8 2 / 1111 lion de 7, cl lu formule ropresonterail nussi bien les 
observations. On pouvnit done comnic on Ta fail an n w, ](>2 el. clans 
la formula ( 34 ) ndgliger ia deformation de I ’ellipsoid c. M. Wavrc* 
n’a pas donnd de cc lenne on sin 8 . '4/ I’expnvssion si simple en r. 
et 9 [ iii pour ( 3 ( 33 ') non plus], mais seulomenl. deux limites us sc*x 
eloigndes 20 cL 4o x nr' 1 . 

Le coefficient de ( 35 ) 011 £>, pesanteur a I’equaLem*, penuet 
d’almrd de calruler c u pair la fornnilo 

r -,0 ) - — - '{ tt ; — 77 - I .<71 1. |. 

[.a viles.se de rotation esl. deliiiic par le jour sidaval, la rota- 
tion vraie de la Terre. II faut done* multiplier par Iti rapporL des 
scicomlos, 011 des annoos, siddrale el. solaire. 

Alors, dans le systeme de V Union, avec £<»-- 978,030 et 
a = 6 . 3 7 8. 388 ni on obtienl, 1 *.9 288,30. La valour encieniie- 

menl adoptee elait 288, 38 , n" i 37 . Lo coefficient de sin 2 / dans ( 35 ) 
donne ensuile la valour de I’upIaLisscnient ddduite des mesures da 
pendule. On trouvo 1 : c -- 296,91 en premiere approximation, et 
on seconde 298,16. La valour admise par V Union, d’apres los 
mesures geoddsiquos ost au cuntrairo 297,0. 

La valour de premiere approximation csl soulemont corrigde par 

le termo 14 x io' Hi , on 1,26c 2 du coefficient do sin 2 / 

dans (24). Go coefficient donnait done c(i + 1 , 26c) au lieu de e, 
on premiere approximation, trosl-a-dire ~(i — 1,26c), au lieu 
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de L’ inverse de l’aplalisscmcnl osl done biun augmenle do 1 ,*>.6 

on seconde approximation. 

II est Lr6s important do voir comincnl varienl cos valours tie 9 
el de e avec les donn£cs g'<>* a et ( 3 . 

La formule ( 36 ) donno, pour la variation do 9, 


(^ 7 ) 




i * 


g* 
to *- 2 a* 


8 a — o . 3*2 


$ #V 

*» — 'Z± 


km 


Ainsi i : 9 varie de o,o 5 , e’esl-a-dire de .*>. 88,36 a i , quaud 
on passe du rayon de V Union a colui do .Bessel 6 . 877 . 3<)j ,n , deja 
ires nncien, qui en differo do i km . La premiere valour do 9 osl .sans 
doute exacte a 0,02 pres. 

La valour de 1 : 9 no varierait quo do pour mu* erreur 

de i cm sur g e . Si Bon prend In valour maximum do doumV. par 
Heiskaneii de Finlande, 978, o 5 a, celle de 1 : 9 no vuriorail quo 
de 0,007, qua til! (.6 ncgligcable. Sn valour rosle oxaclo a la nu'nie 
approximation quo ci-dessus. 

Le coefficient (3 de sin a /, qui determine a perinol de determiner 
egalcmenl ses variations. On a 

(38) 2 s<p — SB. 

° I I *2 1 


Les variations du tonne du second ordre soul, nog I igeubles . On 
pourra dcrirc avec les variations Jos inverses de r el 9 


( 3 9) 


^ 1 09- 

0 - ■= - T -~ 
e *2 e - 



a, 67 8 o,(H) 

9 


i o 6 83. 


Nous avoQs vu quo l’orreur sur i : «p pout-nil dire i.oul uu plus 
de 0,02, ce qui peut on trainer une erreur maximum do o,of>,"> 
sur 1 : e etpar consequent ndgligoable. La valuin' de Vaplatisse- 
ment a n est dona pas injluencee par les arrears possibles sur o. 
e'est-h-dire sur g 0 ou sur a. 

La formule de Bowie (192^) avec (3 = o,oo 5 . 2()4 doune 297,40. 
L’dcart avec la valeur de 1 ’Union 298,16 us l de 0.76 pour 
3 l 3 = 8x 10-“, ce qui donnerait 0,72 d’dcart, d’apres ( 38 ). La 
formule d’Hayford (1912) avec (3 = o,oo5. 3 o 4 ±: 17 donnerait 
i.e = 298,40 avec une erreur possible de i,5 eorrospondunl a 
celle de |3 de zh 1 7 x t o"’ ( ' . 
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Pour a baisser u .297,0 vnleur dc V Union, celle qui esi donnee 
par la formula <le Potsdam ( 35 ) il laudrait abaisser le coefficient 
do sin* J / dc i 3 uni I As <lu ovdre ot prendre (3 = 0.005.289. 
valour do Hciskancn (1924) (3 = 5285 x lo^zfcfi donnerail 
1 : e = ^ o, 53 . C’cst celle qui cadre le mieux avoc les 

I i 01 ilcs de 1 ’aplalisscnionl mo yen, donnEes par <p ot J, la pesanteur 
el la precession, n" 152 . La mEme annexe, dc Sitter donnail la 
valour 29(1,92 pour [’inverse dc l’aplatissement dEduit des valours- 
corrigces do la procession. 

11 faut remarquer ici que I’aplatissemenL donn6 par la preces- 
sion, action de la Lime sur le renflemcnl Equatorial de la Terre, 
est un aphuissement moyen . Les determinations par la geodEsie 
011 le pcudulc donnent Y aplatissament Local sur 1111 meridian, 011 
lout au plus sur une aire correspondent, a un continent. II > a 
uvanlage, an point de vue de la precision sciontilique a calculor el 
ronserver soparenient ccs valours locales, qui peuvenl determiner 
li‘s divergences reelles des bosses locales du gnoide. 


105 . Calcul de la masse et de la densite moyenne de la Terre. 
— La fornmle ( 33 ) du n" 102 permet de calculer la masse de la 
Torre i\T, en tenant comple de son nplulissement. On en dciluit 
ensuile la densil.E moyenne. 

Dans cello fornmle les valours du second orrlre donnent 
(•di — 23 ) x nr 11 et so dEtruisenl. sensibloniont. La valour de M 
ohlenno sera done la inEine que celle qu’on aurait en premiere 
approximation, fornmle (9'), n° 158 , 

1 \o) M ■-= — — — — = 

f l i -+• e — - v J 

ou a pris pour g ( . ol a les valours adoptEes par V Union, n° Hit* 
eu Iraduisant a en centimetres, system e CL Ci. S. prenant pour la 
conslante do Faltraclion, f~ (i, 6G7 x io" N . La parcnthe.se est 
egale a 1,001 83 . Si Ton considErail la Terre coniine sphErique, sa 
masse, calculoe d’apres la pesauleur, serait diminuEe dans le rap- 
port do 0,002 environ et Egale A 5 , 968 x in 37 gr. On pent prendre 
(> x io 37 gr. en nomhre road. 
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La density moyenne D sera donnee ensuile par la formula 

{ 4 i) M = = » w a? 0 ( i — <• ), Y) = r > , ;> iy. 

j >1 

On peui prendre en nombre rond 5, 02 . E 11 cons ide rani, la Torre 
comme spherique on aurait 5,49- 

Les donndos des deux formules sent connues avec \ ol5 chillres, 
la constante de Cavendish ctanL la moins pr 6 ci.se. On pent, compter 
a peu pres sup les \ chi fires du r 6 .sull.at, le qualriome 6 tanl 
douteux. 

Remarcjues . — M. Dive, dans sa these, n° 100, fnnnule ( idn), 
decouvre la formule ( 9 '), de g e , par un long d 6 lour, apres avoir 
applique l’int 6 gralion a la loi des densit 6 s de Roche. 11 monlre 
mfime, ce qni esl nouveau, comment, au moycn des valours do#, 
de la densit 6 moyenno ct d’lm rayon lerresl.ro, on pent en deduin* 
une valeur de la constante de la gravitation f, aussi precise 
que colie qui est donnee par les mesures physiques. Ceei otonnera 
fort les physicians, qui ponsenl, sans doute aver quelque raison, 
que cette constante purernent physique / no pent el re dcHerminee 
que par des experiences physiques, el non par des formules pure- 
ment mathematiques. «Pai bien pour en efiet que VI. Dive iPaii 
introduitlui-mdme cette valeur de f dans sa form ule, par megarde, 
avec la valour de la densite moyenne, qui a 616 determiner eomme 
il est dit dans la reniarquo ci-dcs.sus. Cette dfmionstration du 
n° 100 lermine lino those, dont la premiere demim.stral.inii, au 
n°l, peut fai ro I’objel d’une remarque analogue. indiqueo au 
de cetOuvrage, avee d’autres remarquos aux n ,,s 78 et 01 pour le 
restc du travail. 

166. Isostasie et reduction des observations dupendule. - Les 
deux formules de Clairaul, qui determinenl; Faplatisscmenl de la 
Terre d’apres Pattraction ou 9 , n° 124, ( 18 ) 011 d’npres la pusnn- 
leur, ou g , u° 158, ( 10 ), sont etablies dans Flrypolhese d’uno 
masse fluide, clout la surface est une surface de niveau, eVst-a-diro 
une surface d’dgalc densiL 6 . Or la surface de la Terre jpest pas 
fluide, saufles mers, et do plus sa densit 6 est tr 6 « variable, depnis 
cello de 1 eau, jusqiPa cello des roches les plus Iourdes, voisine 
de 3. II est done necessairc d’adaplcr les formules k la r 6 alil 6 . 



CHAPITRE XIII. 


VARIATION DE LA PESANTEUR. 


225 


Do plus los mesures g^odtfsiques, ou Ios observations du pendulc 
ne soul pas failes sur la surface do niveau elle-mchue, lo giSoide, 
mais sur la surface r6clle, qui so irouvo a une allilude plus ou moins 
<dev<5e au-dessus do celle-ci. Nous avons vu au n° fi 161 common!, 
los formulos do Bouguor corrigcaient la pesanlour do Paltitude ot 
de Pallraetion des masses si lucres au-dessus du gtfoide. pour la 
ramcner au niveau do la mer. 

Cello correction de Bouguer devrait elrc ndeessaire elsuffisante 
si los surfaces d’egale density, au-dessous de la surface du gc'ioide, 
6taient aussi des surfaces d’tigalc donsiuk II landrail pour cela que 
la density des rochcs fut par tou l 6gale a une meme profondeur. Or 
cola n’csL pas, puisqu’il y des oceans Ires pro funds ot des roclics 
de diflforeulcs densities, iiitfgaleinent r^parlies. II doil s\m suivre 
necessaircment que la posanlour ob service no suivra pas los for- 
mulos de ClairauL ni on direclion ni eu grandeur. 11 faudra 
expliquer ces deviations par des hypotheses sur la repartition des 
roclics de lYcoree terras Ire, el la verification de cos hypotheses 
nous rcnscigucra sur cello repartition. 

D<$ja Bouguer ( 1 74<) ) avail calcule la correction iulroduile dans 
scs observations par la masse du ( Ihimborazo, (>oon m d’allitndc, 
dans les Andes nquuLoriales. II avail. Irouvo (jne la valour cnlculee 
ainsi etail Irop forte et il on avail, di^ja conclu < ] 1 1 7 i 1 devail y avoir, 
au-dessous de la surface du g<k>Tdc nn defaut. dr masse, qui 
componsail Pexees do masse sitin'* au-dessus. Bouguer inlroduisail 
ainsi la correction topographique , due aux masses voisinos, el 
qui n’ddaiL pas comprise dans los deux lermes de sa formula, cl. en 
memo temps In notion do compensation ou d’isosLasic. 

Airy ( 1 855) est le premier qui cssaic une explication iheoriquo 
do ce phdnomdne. 11 rcgnrdc los morceaux de Piicorco Lerrcstre, 
r.omine llottant sur un magma lluido plus dense. En particulior los 
continents scraionl. formes de ruches plus logeres s’cSlevaut da van- 
tage au-dessus du niveau moyen ot s’cnfon^nnt plus pro fond cun cut 
au-dossous. Idi'm un pen simpliste reprise par Wegener dans sa 
thctoric de la derive des continents . 

La memo unu.de, Pratt monLrait quo, clans le massif do PHimalayu, 
l’action des monlagncs devait introduire des deviations conside- 
rables , alors qu’a Pobservadon ellcs dtaiont presque nulles, i" au 
lieu de 58" et yy". II dtWcloppait alors sa th6orie de la compensa- 
te 


APPKLl.. — IV (2). 
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tion, d’apres laquelle la pression de l^corce devait £lre partoul la 
m£me sur la surface niveau fluide sous-jacente, le pokls total de cette 
6corce devait §tre 6galement partout le meme. sous les oceans 
comme sous les continents. LVqmisseur plus grande sous ces dcr- 
niers devait toe compensde par une densiu'j moyenne plus faible. 
Comme la densit6 superficielle 6laitla mGme en plaincqu’cn moa- 
lagne, il fallait meme qu’il y eul sous les montngnes des roches de 
densite plus faible qu’ 5 . la surface meme. 

Faye (1880) montra qne les observations sont mien* repre- 
sent^es, en ne retenant, dans la forum Le de Bouguer, quo la correc- 
tion de Faltilude, terme de Faye , et en n<'*gUgeanl l’a utre lerme, 
ou ^attraction de la masse situ^e enlre la station d’nbscrvalion et 
le niveau de la mer. C’toil en sornme admeltre In compensation 
de masse en dessous. 

Helmert (1884 ) pr^cisail Fapplication de ces id ties en levs guuc- 
ralisant. II 6tendait les corrections de Bouguer non plus jiisqii’au 
niveau de la mer, qui ne pouvait. pas toe une surface de niveau 
d’egale density, mais jusqu’d. la surface de niveau hydrostaliquo 
au-dessous de F6corce. II ramenait ou condensait. les observn- 
tions k ce niveau, d’ou le not n de methode de condensation. 

G’est Hay ford enfin (1909), qui appliqua eoinplrlemcnl. an 
continent nord amdricain la mtfthode de Pratt, en elendant 1<» 
calcul des corrections jusquhl plus de 4ooo km du lieu de elui(|ue 
observation, jusqu’a plus de ioo km de profondeur au-dessmis du 
niveau de la mer; ce qui (Unit nficessairo pour trnir comple du 
chiffre des millidmes dans les observations. 

II parlage, sur une carte, le sol envirounant la station en 
38 couronnes circulaires, elles-memes pnrlngeus en 1 (> seclcurs. 
d’ou au total 608 compartiinents. Une fornmle do Clarke, analogue 
k celle de Bouguer, donne In correction d do la vertical'! due k mi 
compartiment donne 

( 4 ^) d = vi* 44 yj A(sina — sin a 1 ) log — 0,001 A, 

ou 3 est la density de F6corce, D la density moyenne de la Tern*, 
h la hauteur moyenne du compartiment au-dessus du niveau de la 
mer, r , r r les rayons des couronnes et a, oc f les azimuls, qui 
limitent le compartiment. Le compartimentage est fait de fa<$on 
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que Ie coefficient de h soil constant et igal a 0 , 001 , quand h esl 
cxprimd on milles. La densite de l’^corce est prise cons tan to. 

La correction a 6l6 faite d’abord pour les masses situies au- 
dessus du niveau de la mer, correction topograpliique . On a 
constate quo les deviations el dcarls restaient considerables, el 
plus grands qu’cn supprimant cetlc correction et en ne conservant 
que le terme de Faye* 

Hayford a repris les calculs en les itcndnnt a loute la masse de 
do Picorco, au voisinage de la station d’observalion, jusqu’a la 
mflmo distance 4 ooo km , en appliquanl la thiorie de la compensa- 
tion, Pour cela il suppose quo la density des roches continenlales, 
au-dessus du niveau de la mer, eslla mime quo la density moyenne 
de Picorcc, mais sous les continents elle sera it. diminuce d’unc 
quantity variable 5,. En appelant, — h K la profondeur de la couche 
de concentration, on aura di A, = — <5A, et la correction d\ donnee 
par la couche sous-jacenle sera la meme quo la correction lopogra- 
phique d ohangie de signe, 11 y a sculcinent une legere modifica- 
tion du terme log — , ou s’inlroduit la profondeur h { , sans quoi la 

correction topograpliique serait purement. eL xiinplemont suppriimV 
par la compensation. Les hearts entro les observations et. les for- 
mulas tInWiques soul ainsi rainenis au dixieme de leur valour, 
ce c| (i i jusl.ifie rcmarqunhlemniil Phypothese faite. 

La profondeur de la surface de condensation, qui donne les 
moind res hearts oseilie entre 80 et i»o k,n , ce qui parait nn pen 
considerable, llciskancn (i<)'>. 4 ), en cmployunl. une milhodc qui 
rappelle davantage Phypothese (PAiry, trouve des nornbres plus 
has, descendant a 5o cl ineme 3f> k,n , qui paraissonl beaucoup plus 
plan si hies. 

M>7. Temperature et pression. Conditions physiques au-dessous 
de Picorce. Propriit^s riunies des liquides et des solides. La 
Lempira lure du sol en offal, croit de i° par 33 m en moyenne. On 
trouverait dt\ja 900 °, temperature de fusion des roches a 3 o km de 
profondeur el, par consequent, une surface de niveau fluide en 
iquilibre hydrosLalique. II est vrai que le degri giotbermique doit 
diminuer avec la profondeur, autrement la tempiraturc serail 
voisine de stooooo 0 au centre. Henri Poincari monl.ro, dans les 
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Legons sur les hypotheses cosmo goniques, n° 155, que la Terre 
<kant primilivement a une temperature T*, il y a tin temps t , le 
degre gdothermique doit avoir, k une profondeur x, une valour 
donn^e par la formule 



est la valeur du degr6 gdolhermique a la surface, qui depend 

de T n de t et do k defini par la conduclibilile du sol. La tempera- 
ture est donnde par Pintdgrale de PexponenLiello de Gauss, qui sc 
retrouve dans les probabilities et dont on a dressd des tables. 
A 8o km de profondeur on retrouverait d6ja la temperature cen- 
trale T., k 0,001 pres. Le rofroidissemcnt scrait done tout a fait 
superficiel. On retrouverait la temperature de poo 0 a 'S-j km de pro- 
fondeur en admeLlant 1200 °, comme temperature initials et cen- 
trale, et a 3o km , en admettanL 3ooo°. On pent considerer ces deux 
temperatures, comme des limites, qui indiquern ient une fusion 
probable entre 3o el 4o km . 

De plus les roches de Pecorce subissent la pression de loute la 
masse qui est au-dessus et cctte pression augmcule de » kB , 5 tons 
les 1 o m , en admettanL une densite de 2 , 5 etdc «5oo kff par centimetre 
carre a une profondeur do io km . Toutes les roches soul. <'»crasocs et 
rdduites a 1’eLat de sable, on de poussiere sans cohesion, sous de 
Lelies pressions. Par consequent, memo s’il n’y avail, pas elevation 
de temperature ni fusion des roches de Pecorce, on trouverait a 
partir de 3o ou 4o km mi dial physique sans cohesion, 011 sVttnbli- 
rait un veritable dquilibre liydrostatique, on la pression serait la 
meme sur toute surface de niveau, antrement les pressions Ial/jrales 
produiraient des glissements qui retabliraient IVtqnilibre. 

On sait que les tres fortes pressions produisent le meme elfet 
sur les mdaux les plus durs, qui « lluent » comme des malieros 
visqueuses, et prennent les proprieties des liquidos. luvorsement, 
sous les memes pressions, les liquidos acquiescent une veritable 
rigid ite m6canique, les molecules etanl senses les lines contre les 
autres par des forces plus grandcs que la cohesion solide. 

II est done vain de se demandor ou de priSlondre que PinLdriotir 
de la Terre est solide ou liquide. Ellc pout possddcr ties propritkiis 
contradictoires, ou qui nous paraissent idles, la (luidite de Peau et 
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la rigidilri de racier, obriir comme un licjuide aux variations lentes 
des marries, transmetlre comme un solide les vibrations rapides 
des sriismes, sous forme de vibrations transversalcs aussi bien que 
longilud inales, prod u ire une inflexion de ces ondes a une certaine 
profondeur par simple accroisseinent de rigidite sans que la nature 
du milieu ait changri, etc. 

108. Lois de densitris applicables a l’ricorce. Action de soul&ve- 
ment des gaz internes. ■ Quant a l’ecorco, on pent voir aussi 
qu’unc epaisseur de do a 4 ° km pout cUre suffisanlo pour ritablir 
Priquilibro isoslatique par la compensation des masses. 

Drisiguons par II In profondeur. on se Lrouvo cello surface de 
compensation, par I) la densitri moyeune de l’ricorcc, h L’alliludc 
moyenne d’mi plaleau 011 d’un massif, I) — 3 sa dcnsiLri rnoyenne 
au-dessus de la surface do compensation, Frigalite des poids au- 
dessus <le relic surface donnera la relation on Ire k cl 3, 

(41) 1ID = ([[ -H- //)(!> — 5), 

en negligeanl. le produil hi, assez petit. 

On pent cousidcrcr que le maximum de h lie dripusse pa.s/fooo 1 ", 
ear le poids des crimes plus clevries se rriparlil sur line 1 ! base assez 
large pour ramener la moyenne A dans ces liniilcs. K 11 fal- 
sa 11 I. I) .:::iyo, il sufllra de diminuer la densitri moyenne de la 
quantile 0 . — o,3(> et de prendre D — 3 ~~ h, 34, pour quo la com- 
pensation ait lieu a uue profondeur de II --- 3o km . II suflira de 
prendre uue. deusite inlermediaire mitre ces deux valuers a, 3 4 
et 24,70 pour oblmiir loules les liauleurs d’riquilibrc do o a 4 () Oo m . 
Pour llr.-/|o ,im 011 aurait I) 3 ----- a, 43 pour A - = 4ouo ,n . On 
obticMidrait une formula el des nombres analogues pour les couches 
sous-nmrines aver, une densitri I) 3 7 . 

Nous aurons uue reprrisontnl.ion plus exacte de la compensation 
isoslatique, en parl.an L de la detisilri D, do cello surface do conden- 
sation silurie i\ la profondeur II, et on admettant que la densilri p 
varic d’uuo faqon continue avoc la distance x cello surface, 
suivant la loi, analogue a celle de Roche, 
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a et n sont deux para metres variables, oc\ — II + h est la hauteur 
au-dessus de la surface de compensation, h [’altitude, p< la density 
a la surface, ou ac = X \ . 

L’int^grale do p dx de o a x A donne !e poids par centimetre carrA, 
ou la pression en chaque point sur la surface de compensation. 
C’est une constanle qui peut s^crire en supprimaut I), facleur 
commun et en faisant n = i pour h = o, 

,- 40 , *.(i-~ T )=(H-t-^(i- ;r i 7 )=ll(. - 


Dans le cas plus simple n — i, la density varie partoul limhure- 
inent. En ddsignaut par p tH la densile superlicielle pour h “ - o et 
remplagant a et a 0 en fonction de p, et p„. on obtient 

(47 ) /i( Di -+- pi ) = ( pu — pi ) U, pi ( II 4- li) W po H - - lb h< 


relations qui ddfinissenL h en fonction do p\ et rdciproquomenl. 
Pour un plateau de 4 00 ° m d’altitude sa densile superlicielle 
devrait s’abaisser a 2,20 pour H = 4o km , 2,30 pour II (>o km , 
2,43 pour 8o km , et 2,5a pour ioo km . 11 fan l admeLtre une prufon- 
deur assez grande de la surface de compensation pour quo In 
density superlicielle ne soit pas trop faiblc. 

Admettons au contraire, comme dans les calculs de I la y ford, 
que la densitd superlicielle p* esl partoutla mfimej done a constant 
d’apr&s (46), n sera variable. Prenons « = 1 pour h =--o, c’esl.-iV 
dire au niveau du gdoi’de, la valeur maximum de h sera doum'ic 
par n = n et la formula 


(4«» 



I>i — pi_ 

7 pi 


IL 


pi - l>i 


II + ih 


En faisant D* = 3,o et p, = a,5o, on aura H = 10 A et la surface 
de compensation serait a une profondeur de 4° km seulement pour 
un plateau de 4ooo m d’altitude, consid<5r6 comme maximum. 

Pour la variation de la density au-dessous d’une profondeur p 
de la mer, on aura une relation constante, analogue d cello 
ci-dessus (46), qui donne le maximum de p pour n tzz co, 


(49) (H — P) 


(-sir)* A -(■-;*) 


Di 


• Pi 


a l>t — 1 


U. 


On trouve un maximum de p ~ 5 km pour H 4 t)krt \ aviso les 
monies densities que ci-dessus. 
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On voit done que Ton pourrail rdaliser I’isoslasie, avec une 
density superficiellc parloutla meme, densild quiirnit loujours en 
croissant, suivant une loi Ires simple; jusqu’a ce que les couches 
d’dgale densild coincident avec les surfaces de niveau sur la 
surface de condensation. La densild en chaque point ne ddpend 
que d’un soul paranietre. Les corrections introduites pour chaque 
compartimenfc gdographiquc peuvenl done so calcidcr en fonction 
do ce soul paranietre, qui peut dire 1 'altitude rnoyenne h de ce 
compartiineut. On pourrait sc rendre comp to alors si I’hypotheso 
d’une density croissanie a partir do la surface permet d'expliquer 
les dcnrls des observations gdoddsiquos ou gravimdtriques avoir 
la theorie. 

On a vu q u ’Hay lord au con Ira ire avail, fail ses caiculs en admel- 
lant une diminution, de densite , au-dessous de la surface du 
gdoide, sous les continents et les massifs numtagneux, les rdsultats 
verifient complelemcnt I'hypolhesc failo. Comment expliquer l<* 
fail ? Les bolides, qui sont prohablemenl. des nioreeaux de noyanx 
de coiiiel.es, couticnnenl des gaz occlus, dont la pression atteini 
bo kf? . La Tcitc ul les planetes out eld formdes des menu's elements. 
Les gaz, dissous dans la niatiere (luidc du noyau, sont remoulds 
lentement a la surface, out provoqud les immenscs Eruptions 
volcanicpies de la pdriode lertiaire, au temps ou I’dcorce el, ait 
encore pen dpaisse, out soulevd les montages cn formant au-dessous 
une voiile de laves spongienses, analogues a la pierre ponce el de 
plus faiblo density que les roclies superficielles. Ces gaz sous forte 
pression s’ecliappenl encore des volcans en pulvdri.saul a Lair 
libre, sous forme de rendres ou de lapilli. les laves oil ils dlaienl 
emprisoimds. 

Quaud, a Lorigine, les molecules de tons les asl.res dl.aie.nt dis- 
persdes dans Lespace, qui dtait alors a la tompdrature <lu zdro 
absolu, puisqiril n’y avail, ni Soleil ill dtoiles, (dies so soudaieni 
les imes aux autres a chacun do lours chocs, comme se condense 
toute vapour, mdtalliquc ou autre, au-dessous de son point d’dbul- 
lition. Elies se sont agglomdrdcs ainsi en poussidres solides, puis 
en mdtdorites, mdlanges de fer, do pierres et de gaz, qui se sont 
condensdes ensuite en planetes et en dtoiles, puis cel!es-ci enanias 
d’dtoiles ot en amas d’amas. 
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169* Contenu du Ohapitre. — Le th6or6me de Stokes, n“ 110, 
nous apprend que le polenliel a la surface, cl. Ies quantiles qui on 
dependent, comme la pesanleur g , soixl. indi ,i pendanles de la 
distribution interne des densilds. De memo les I’miles de 1’uplalis- 
sement, n°125, 152, d^duites del’dqualion de Cln mint el d’Alembert 
par la transformation de Radau, sonl inddpcndanlos des Iois de 
density. Elle no peuvent; done pas nous renseigucr sur cello 
distribution interne, inais si nous appliquons direclomenl une loi 
de densites a la formulc de Glairaul cl a cello de d’Alembert, 
nous obtiendrons deux series de valours pour 1’aplalissemenl. La 
valeur commune devra tomber entre les limilcs llitforiques el. lc?s 
verifier. 

De plus, chaque valeur commune ddfinira les paramelres de la 
loi des density, qui convicnncnt souls. On ddlcrmincra done 
ainsi une valeur de la demite super fide lie., el une sonic, pour 
chaque loi de density. On pourra done juger ainsi do cello qui 
conviendra le mieux. 

La densitd des troches superficielles est voisine do mais elle 
varie assez vile el, au-dessous de la couchc dc scories des rochcs 
s6dimontaires, la densitd des roches primitives osl supdriciirc 
a 2,7. La formulc de Roche donne 2,26, valour im pen luible. 
Nous verrons Jes lois qui donnent des valours. mcilleures. 

170. Lois des densites de Lipschitz et de Roche. — Cello 
formule, qui exprime la loi des densitds a l’mldricur clbmo plandlc 
peut s’^crire 


(0 


P = p 0 (i — ar w ), 


pi= po(l — «), 
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ou p 0 ost la densili centra le, p< la density superficielle, a el ndeux 
paramelres. Le rayon vecieur r de la couche de density p est 
inesure on prcnanL le rayon Lola! pour united. La formule conlient 
done irois paramelres. Elle esl a la Ibis asscz simple et assez souple 
pour permeltre d’cflocluer des calculs mirncriqucs coinplets et de 
les appliquer successiveinenl aux difibrentes hypotheses, en modi- 
fiaiil eonvonablemenl les paramelres. La loi de Roche on esl un 
cas parliculier en faisant. n = 2. 

La densile moyonne, a l’inlirieur de la couche de rayon r 
(. 0 ! density moyenne to tale, r = \ ) sera donnbe par 

(a) = :,)• 

Pour n = i la variation des densities est lineaire. Pour n ;> 1, la 
courhe des densiles lourne sa concavite vers le has. La densile 
lend vers la limile p 0 au centre. Celtic limite tend vers D t , cl 
rensemhlu Lend vers Phomogenbiu'i, avec augmentation brusque de 
la densile vers la surface, quand n augmente inriifinimrnl. 

Pour 71 <C 1 la courbe des densiles lourne sa concavili vers hi 
haul, avec urns pointe au centre. L’accroissement d(i la densile, 
d’uhord leu l vers la surface sc fail d(i plus en plus rapideinenl vers 
hi centre. II y a concentration d’aiilaul plus prononcie que 71 est 
plus voisin de o. Mais ctille concentration lend vers une limile el. 
n’csl jamais tolale. ('/esl line d(is laiblesses de la formule, qui ne 
pent pas comprendre la giniralild des cas. 

La plupnii des calculs fails par les did'ircnls aulcurs Pont 6 le 
avec cetlu formule. K11 inettant un exposanl a la parenthese, 
conmio Pa fail M. Livy, on obtient une formule plus ginbrnle, 
a 4 paramelres, (pii permoL de risoudre certains cas, qui avaicnl 
ichappe a la loi de Lipschitz, n° 170 . 

Eli introduisanl la fonclion £ de Lipschitz et Tisscrand, les 
diHerentes valours seronl ox prim cos en fonclion du rapport p, : D, 
des deux densites 



on a encore 


( 4 ) 


' pi _ C ^ + 3 
po 3 tl H- £ 9 
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on exprime ainsi « et p„, les deux para metres, en fonction do ? el n. 

On peut exprimer de inline l’integrale importanle p di' R , reu- 
contr6e dans les diflerenl.es formules. 


(5 I 


Pi 

Dt 



2 



g 

fl -+- ') 


En introduisant la fonction yj de Radau, dont la formule a la 
surface sei'a donn6e par la loi des aplatissements, les formules de 
Glairaut el d'Alembert (i 8), (17) et (19), n OH 123 el 124 . sVcriront 


( 6 ) 

(7) 


o 

« V 


o = Jr 


Vi 


1 1 1 3 ■ 


? 3 F t 


611 les indices moutrent quo Paplalissemenl esl determine an 
moyen de 9, de J 011 de cp et J. 


171 . Application au calcul des formules fondamentales de 
Clairaut et de d’Alembert. — Avec la loi de densilcs ci-dessus, la 
loi des aplatissements, developpde suivaul les puissances de n. 
pent s 'derive 

( 8 ) a = -h [if t' n -+- Ps/'*" t‘\ = a 0 ( 1 -+■ ^ i, 


en transporlant cetle valour de e el celle de p duns la formule g6ne- 
rale de Glairaut (a) n° 119 , comme il esl indique au n° 126 , on 
obtient P expression de la vitesse de rotation w ,J en fonction de r. 
Puisque cetle expression esl constanle il faut annuler ions les 
coefficients des puissances de r. On peut dgnlemcnt tirer a r , a" 
de (8), porter ces valours dans liquation diltiSrenticllo do Glairaut, 
formule (i 1), n° 121, et annuler de mdme tous les coefficients des 
puissances de r. On obtient la relation suivante entre deux coeffi- 
cients successifs de (8). 


(S') 

Posons 



1 ft H- 3 \ 

r m + fl/A- 4- ? * 


X 


r»=s x, 


ab — 


2 



cx> - 4 - b 


5 -+- a n 


a 


1 


on voit alors que l’expression de e, obtenue comme loi des apln- 
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tissernents in honours, est. une s^rle hyperg^onuHrique, qui s’^eril 

fl/ . II 

( 9) e = *«! HU, f). c , .r ) = o, ^ 5 


on on ddduil la valour do yj qui ost donate par une an Ire sdrie 

„ ni __ rll' _ a n + 6 + 1, >? + i, a?) C w 

(io) n — ^ w r } 11 (a,b,c,&) n-h%' 


On pent donner de yj uno fomiulc plus rapidementeonvcrgente, 
rcndnnl. possible ces calculs xumuSriqucs, avee les differenl.es lois 
de dcnsit.es, de fagon a oblenir menu* six chi fires exacts pour 
Pinversc do Pnplatissement ('). 

En effet PinLdgrnle dcs formules de Claim ul., intdgrtfe par parties, 
pour ro<lonner les formules en dp , donne 

ill) / p fir/’ 1 * m <*, p, • - j rr !> dp -- pi in, 

* 'u i 

{ n -h '» t ! + (// + /> ) (>' 

V //i -- l -+- 7 r- ~ r — > 

i //. h~ a 3 — £ i “H |j 

[ ». rt H- .0 J // -t- ') 


oil (3' ost une serin qui peul sVieriro sous forme do sririe hvperg^o- 
unHriquo 

< i .*> i i -H ( n ■ \ '* » fJ' — ll(o, />, r ■+■ i , ./* ). 

Celle valour de rintegrale permettra, au inoyen de liquation 
g^ntirale do. Glairaut, d’exprimer la valour do r/, a la surface -sous 
la forme suivmii.o, pour le calcul do o dans (6), 

. to a + 3 i -4- ( //. -+- 5 ) p 1 

T”' 1- 


Or cello seric ost beaucoup plus rapidemenL convergent^ que 
cello domnte par (io). Par excraple lo sixi&rne terme de Pune est. 
o,oi 170 ot. Io sixieme do la secondc esl 0,000 io. La convergence esi 
inline beaucoup plus rapide que celle de Pexpression transform^* 
par Tisscrand, expression R, formule (39), n° 14 * 1 . 


( l ) A. VxnoNNRT, These ( Journal da math, pares at appl r 9 1 m , Gimp. VII). 
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172 . R6sultats numSriques, aplatissement et density superfi- 
cielle. — Nous donnons ici Ics Irois series d’aplatissemcnls cal- 
culus au moyen de celte relalion cl des irois formulas (6)5(7), 
dans le cas de la loi des densiles de Roche, pour n = a, en prenanl 
pour la densite superficiellc des valours entieros comprises 
entre z6ro et D i? density moyenne, 


Pl 

0 . 

1 . 

0 

3. 

4 . 

5 . 

r,,no. 

i : &cp • • * 

350,19 

325 , 9*5 

3oa , 83 

280 , 90 

260,28 

2,1 0,91 

2.30,70 

i:ej. .. 

279,86 

289,01 

39^,79 

3 oo , 57 

303,61 

30.5,09 

3 o 5 , 3 1 

I ■ • 

3 18 , 73 

308,79 

299 , 4-1 

290,65 

282 , 36 

274,54 

270,3 1 

D’autres series ont (He calculees pour 

les vuleu 

i\s du n 

allanl 


de i a 7. On a = 0 pour n — 6,20, il est done inutile de consi- 

d^rer les valeurs plus grandes de 71, au uioins pour la Torre. E11 
porlantla density superficielle p f en abscisse, l’inverse des aplalis- 
semenls 1 \e en ordonn^cs, de a 3 o a 33 o, on oblienl irois faisceaux 
de courbcs, qui convergent on Irois poinls quand on so rnpproche 
de Phomog^n6il6, e’est-a-dire pour la valour p, = I.), ™ 5 , 5 ( 5 , 
ancienne valeur de la density. Ge sonl les valeurs limi les donuees 
par les fornniles (6)et (7), 011 l J on fail yj = o cl F< = c’esl-a- 
dire les valeurs 3 o 5 , 3 i ; 230,70 el 270,34* Voir cos courbcs dans ia 
these cittte, n° 178 . 

Les points ou les irois courbes, correspondanl a chacune des 
valeurs de 71, se rencontrcnt iudiquent la valour de Faplatissemcnl 
qui s , accorde avec Fallraction ct la precession. Cos points fornienl 
une ligne droite donnanl la valour unique 1 1297,2. Los valeurs 
exacies ne different que de 1 on a ccntiemes do 217,1 9. Elios onl elc'* 
donn^es au Chapilre XI, n° 139 . Pour p i compris enlro 2 ol 3 la 
valeur de Y aplatissement est limildc par les valours 

( i 5 ) 297,17 < ~ < 297 , 19 , ” = 297,18 ±: o,oi. 

Par interpolation, pour n = o, on aurail les valeurs extremes 
1 : e = 297 , 20 et Pi = 3,17. 

Ces valeurs des aplatissements ont ei6 calcul6es d’linc fa$on plus 
precise encore, avec 6 chiffres exacts, pour les valeurs dc la densitd 
superficielle comprises entre 2 et 3 , cela en vue des calculs de 
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seconde approximation en lenanl comple dc e 2 . On oblient, pour 
la loi do Roche, le tableau suivaat : 


P, 2,0. 2,2. 2,4. 2,6. 2,8. 3,0. 

i :<?<p 3o2,8:i() 298,3^6 293,9 u 289,524 280,186 280,897 

1 : ej 29.0,795 296,902 297,930 298,883 299,764 300,574 

i : 299 ,444 297 , 644 295 , 865 294 , 1 08 292 , 37 1 290 , 655 


Les valeurs de yj 4 , dans le cas de Roche n — 2, sonl de plus 
r6sum<Sos par la formule suivanle, qui les donne a 0,002 pres au 
moyen de £, 011 pi , 

(16) Hi = 0,8684a | -4-0,16738 L -4-0,0092^1— ^2 | — 1^. 

Les deux premiers tonnes reprriseutcnl une parabole, passant 
par les points i ~ o, ^7 1 . Le troisieme esl un termc de correc- 
tion, mil pour cos trois points. Celle formule conlient done eL 
resume tons les calculs numdriques, pour n — 2. dans le cas do 
Glairaul. Dos form ules analogues donncnl . n 1 pour les autres valeurs 
de n . 

Dans le. cas de la loi tie Roche, les aplatissements coiTespondnnls 
a PatLrnctiou, premiere formule (6), sonl. donnes en fonction deln 
dousin'* stiperliciello par la formule 

(17) \\ e ^— 35 o , 323 — 2.4 , 957 p 1 -4- o , 6o:> pj , 

Les aplatissemenLs oorrespondanl a la prticcssiou, secondo for- 
mule (()), sonl. donnes par 

(i8j 1 :<*j = 280,661 -4- 9,434 pi — 0,931 p’f. 

L’apIulisscmeiU qui realise l’accord a pour valeur 

{ 19) i : c \ = 297,177. 1 : <? 0 — 329,60, pi ~ 2,262. 

L’aplalisscment central e {) ne dillere que de ~ de Faplatisscment 
superficiel e 4 . 

Tous cos aplatissements, calculus par les formulas dc premiere 
approximation, doivent dtre dimiuuds de 0,72 pour obtonir la vraio 
valeur .296,46, n° 1 S 3 . 

Remarque . -■ La loi cles densites qui permet de donner le 
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mgme aplatissement, concordant avec rattraction ct la precession, 
en prenant 5,52 pour la densite moyenne, n° 165 (au lieu de 5 , 06 
ancienne valeur prise pour base des calculs), devra si’rterin? 

( 20 ) ? = ro,4i — 8,i8r* pi = 2,23. 

L’ancienne formule, donate par PJ/i/iaaiVtf rfw Bureau das 
Longitudes avant 1919? conduisaitaux valeursayi , i/\ pour Pinverse 
de Paplatissement donn6 par ^attraction et 298 , 53 pour celui qui 
correspondait a la precession. 

La valeur de la densite superficielle a,a 3 est comprise enlre cello 
des roches superficielles 2,0 et cello dormee par P experience d’Airy 
(n° 160 ), 2,10 a 1,94. Peut-etreces derniers noinbres doivenl-ils 
etre corriges par la theorie de la compensation, ou bien la valeur 
que Ton deduit des experiences par la formule do Saigoy csl-elle 
une densite moyenne de la surface, oceans et rochus compris? 

11 semble que la veritable densite superficielle do la Tern 4 , qui 
doit intervenir dans une formule, nedoit pas etre cello do Peoorcc, 
Lrop irreguliere, mais celle de la couche hydroslatiquo, inmic- 
diatement au-dessous, au niveau de la surface de compensation. 
II faudrait alors prendre pour densite superficielle cello des ruches 
primaires, graniliques el basalliques, de 2,7 a 3 . E11 iaisant n 1 
dans la formule de Lipschitz, on obtient une variation lineaire do 
la densite, qui donne pour Paccord 

P -- i 4 ,o(i -u, 34 /\ Pi = 2,73, 1:^- 21)7,17. 

La formule de Levy (n° 170 ) donnera des rd.su l La Is encore 
meilleurs. Connaissant la loi des densil.es (20) qui Concorde aver 
Paplatissement, on peut en deduire facilomenl la variation do la 
pesanteur en fonction do la profondeur. Elio crolt jusqiPa tin 
faible maximum, qui depasse de 0,04 sa valeur a la surface, pour 
ddcroitre jusqii’au ceutre, ou elle dovicnl nulle, n u 160 . 

173 . Caslimite des surfaces de niveau semblables. - On a \u 
ci-dessus, formule (19), que Paplatissement central, et par con- 
sequent tous les aplatissements des couches internes dillerent. 
peu de Paplatissement superficiel. On est conduit & dtudior 
d’abord le cas simple oti les aplatissements internes sera ion t tous 
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ogaux a i’aplatissement superficiel, ct a raUacher a ce cas celui 
de vilesses quelconques ot aplatissements quelconques. 

La formule gdnArale de Glairaut, a la surface (18) (n° 124*), 
donne immddiatement, dans le cas de e constant et de la formule de 
Lipsehilz, 

,,,, J. 

9\ >^1 J 5<p\ rt + 5/ 


La ineme formule g<W*rale prise sous la forme ( a) (n° 119), en 
w-, donne pour la loi des vilesses de rotation 


( 2*4 ) 


= u>jj ( i — yr« ), 


n- 4-5 n h- t 


llfaul prendre alors. pour Equation de la precession, celle qui 
sera determindo dans le chapitre suivant, formule ( i3), pour le cas 
des vilesses variables. On a 


i r' ... r'ptlr* 

< 2 > i .1 / p tfr* = r*| Cl) I / - = fl>|, /// . 

• 'll * l» 0> 

( ,4 ) v'— ( A , - -±L. ) 

n \ n h- f> / 


i I I>i 

„ = 7 ir m 7 

J I 4 , 


on A, ot //., soul encore des 
< ‘ >r > i h\ - In a. h. t\ y ). 

i 

•H 


series by pergeoin <'* tri(j lies 
//., = h( a, h -4- i , c -+- i , y ), 

/ * o 

(* •’ — i ^ — — H- 1 . 

// 


Les valours de i : soul Iincnires on £ ou en p, et. facilemenl 

calculables. Colics do i : a s pour nr— •>. sonl 

Fv* 0- 1- 2. 4. :>.■ {]. 

i : ' J- ■ j 8 i A72 , 92 279 , r >8 28G . 34 293 , 27 3 00 , 7 r > 3 o 5 , 3 1 

Les valours d’nccord do we pour les valeurs dc p i} comprises 
outre *a ot 3, seraienl olles-imbnes comprises enlro 28 a el a85. 


! 74-. Hypothfcse g6n6rale avec vitesses variables k l’int&rieur . - 
Les deux hypotheses pr&cddenles faisaient w constant, ou e cons- 
tant, a I’intdrieiir. On relic le cas gdn^rai k ces deux hypotheses 
en (Scrivant la loi g<*n6rale des aplatissements, qui doit romplacer 
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la formule (8) ci-dessus 

(26) e = e«(i *+■ spi/’ w -4- epa/’ 2 ' 1 H-. . .), c \ = e <»( 1 -I- eP). 

Tous les coefficients de la formule, utilisde dans Thy po these do 
Glairaut, sont multiplies par £. 

Si Ton fait £ = o, onoblient le cas des surfaces semblnbles, si 1’on 
fait £ = 1, on obtient celui de la vitesse constanlc, hypolhese de 
Clairaut. Pour e compris enlre o et 1 la vitesse de rotation croilra 
de la surface au centre, mais moins vile quo pour les surfaces 
semblables. On pourra oblenir des aplalissemonls dont l’invcrsc 
sera compris entre 280 et 297. Pour s ;> 1 les aplalissemonls 
ddcroHront de la surface au centre plus vile que dans l’liypothcsc 
de Glairaut. L’inverse de Paplatissement sera plus grand que 297. 
La vitesse de rotation des couches d^croilra de la surface* au 
centre. 

En portant cctle expression de e dans I’inltigralc de la formule 
de Glairaut (r 1), on oblient pour les valours do m cl r# , les memos 
expressions que (12) et (i4) ci-dessus, n° 171, mais 011 ions les (3 
sont multiplies par e. 

La loi des vilesscs s’oblient de la memo fa eon (pie pour la for- 
mule (22) ci-dcssus en portant e dans la formule en m-. On annule 
tous les coefficients des puissances de r supdriouros a /*", ce qui 
determine d’aillcurs les memos valours des (3 que dans l’liypotheso 
de Clairaut, et qui donne, pour les vilesses de rotation, une for- 
mule tres simple analogue a cello de Lipschilz, 


(27) 


0- = - sc f e { )po( fca-h k\ r n ) = (i)Ji(i — y /•«), 


oft Pon a d’ailleurs 


(28) 




h 1 


— /(■, = ( 1— Opt — 

— e)H-e/c', = 


I — e £ 
n -+- 5 //, -+- £ * 

3 to 8 __ c 

8 po 2('i 


fl( I H- [j J 
fl H~ £ 


/Tq 6tant la valeur de /c 0 en vitesse constanlc, pour e 5= 1 . 

Ces valeurs ddlerminent y et la loi des vilesses de rotation, en 
fonction du seul paramelre £. et des valours de (3 dans 1’hypQ these 
de Clairaut, ce pnram&lre £ <5tant le metric que celui qui determine 
la nouvelle loi des aplalissements. On obtient aiusi Paplalisse- 
ment, qui cadre avec l’aitraction etla loi des vilesses de rotation* 



CHAPITRE XIV. — DIFF^RENTES LOIS DE DENSIT^S AU PROBLEME. 24 1 

Pour obienlr 1 ’apIaUssement qui cadre avec la precession 11 faut 
porter oes expressions (26) el. (27) do e ct de w dans liquation 
gtW*raIc de la precession, etudiee dans le chapitre suivant for- 
mule (i 3 ). On oblient une formule analogue aux formules ( 23 ) et 
(\>./\) ci-dessus, 011 Pon retrouve les scries hypergdomtHriqucs 
h\. suivies d’une serie d’auti'es series hypergeometriques du 
inline genre, licureusenienL aussi rapidement convergentes que 
(1 1) el (12) du n° 171 ci-dessus en ( 3 \ 

Les valours des nplaLissemcnls et Cjont eie calcuiees pour les 
valours 1, 2, 3 de n , pour les valours de a en 2 dixiemes de £ 
de 0 a 1, 2, enlin, dans ecs 4 2 cas difio rents, pour les valeurs 
entieres de p*, de o a D, el de a en 2 dixiemes de a a 3 , soil en 
tout 4so do lermina lions difTdrcnles de I’aplalisscmcnl. 

Nous donnons pour la loi de Roche, e’est-a-dire rc — 2, les 
valeurs d’accord oblcmues, les valeurs des dillerenls riltiincnls qui 
permeltrul de rdaliscr le inline aplalissemcnt rdpondanl a la fois 
aux conditions dc Pallraclion et de la precession avec diflerentes 
valeurs do £. La premiere ligne domic les valeurs de e, la seconde 
I’aplalisscmcul resultant la Lroisieme la density superficicllc 
correspundanl.fi p,, la qualritiine In valour de 7 qui determine la 
loi des relations, pour cliaque valour de £, enfm la derniere 
ligne domic la difference du temps de rotation a 11 centre cl a la 
surface 3 T : 


0,0. 

o,<;. 

0,8. 

1.0. 

1,2. 

■>. 83,54 

291,87 

294 , 55 

•.<97,18 

•'■ 99 ) 76 

2,589 

2,378 

2 , 3 14 

2 , 2 52 

2,194 

o, 3 i 8 

0,147 

0,077 

O ,00 

— 0,086 

— 4 h io*» 

— 1 / 5 o>” 

— “> 7 m 

0,00 

-t-l" ,m 


Les densities siipcrliciollcs 011I <H<!s calculous pour = 3 , 56 . 
11 faut les diniinuer dc o, 01 pour les fa ire accordcr avec la valeur 
D t = 5 , 5 a qui ddcoule des ddlerin inn lions les plus iconics. 

On veil qu’on pourrail fa ire varier PaplatissomerU theorique , 
s’accordnnt a la fois avec la precession et Taltraclion, de 280 a 3 oo 
ol plus, en faisunl varier la vitesse de rotation des couches inttf- 
ricures de la Terre. 

La densil.6 superficicllc thdoriqiie varic peu dans cos diffdrents 
cas, de a, ip a 2,60, et reste dans des limil.es acceplables. 

La formule suivantc permet dc determiner la valeur de Paplatis- 

appbll. — IV ( 2 ). 
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sement, qui s’accorde avec ^attraction et la precession, suivanl. los 
differentes valeurs de n et de e 

i : e = 297,18 — (o,i3/i-— - 2 , 36/1 -+- 17,8a )(i - - s ) 

-+-(o,85/i 2 — 4)54 *+* 6,3o)(i — e)i. 

En faisant £ = 1 on obtient la formule qui donne l’apl&LLssemunl 
avec la loi de Lipschitz, dans le cash'd e la Terre lournavii on bloc. 

175 . Hypothese d’une Terre solide. Dans ce cas les apla- 
tissements pourraient £tre quelconques, car la Terre aurait pu se 
solidifier en conservant Ja rneme vitesse de rotation, diffttrenle do 
la rotation actuelle, ou bien se solidifier avee des vitesses diHerenies 
sur les dififerentes couches. En tout cas, actuellement la vitesse 
serait partout la m6me et Paplalissement sera it encore donnd par 
les formules (6) et (7) correspondant a Pliypothcse de Glairaut. 
De plus la formule (7) qui donne e <pj no depend quo de V t et l),, 
e’est-a-dire de la loi des densilds el non de cello des aplatissements 
et /?(p, conserve les meunes valeurs d6jft calculdes an n° 171 . A11 
contraire e ? et e j, formule (6), ddpendront deni, o’esl-a-dire de la 
loi des aplatissements. 

On peut d’abord rattacher la loi des aplatissements a cello de 
i’hypothese de Clairaut, comrne dans le cas grintirnl prdcidenl, 
formule (26), en multipliant les coefficients des term os de e par e. 
On pourra d<$duire de e 011 de £, coniine ci-dessus (27 ), (att), la loi 
des vitesses de rotation, qui correspond rail a cetle loi des a pin 1 is- 
sements, e’est-a-dire qui la rcdonnerail dans le cas de la fluidity. 

On en d^duit le tableau suivant (■) pour l<ss principales valours 
de e, r^sultat de 800 determinations do e< 


£ co. 1 : 0 , 4 . 1 : 0,8 1 , 0 . 0,0. 0. — 

284 , 4 1 293,22 296,21 297,17 299,244 3 o 5 , 3 i 818,73 

1 : eo oo 43o,75 372,80 36 o ,48 839,96 3 o 5 , 3 i 281,75 

«o: wl.. . 0,00 0,76 0,95 r,oo 1,09 1,27 1,46 

pi 3,76 2,70 2,36 2,a5 2,02 i ,36 0,00 


On voit que 1 : pourrait varier do 284 a 3 if) quand p, varie 


(‘) A. V^ronnet, Thfoe, Chap. VII. 
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de 3. 76 a o avoc n ~~ 2. On aura it encore 

290 , 6 :) ^ I < *> 99,44 pour 7 s t < 3. 

Pour di Hercules valours de n et les valeurs cJe pi comprises entre 
a el 3 les valeurs limiles des aplatissements concord ants seraient 
donnds par le tableau suivant : 

n 0. 1:2. I. 3. t 

1 < 3o8,50 'Jo 7.99,44 <95,47 792,45 

*-\ 

" >99,74 ■».!)<> , 74 294.34 790,6.5 287,95 >85,89 

<"1 

( )n aura it eniin 




■>•>0,07 

<* 


pour 

pi 

784,2*1 

1 , 

•'•on. 

pour 



On peul dgalemenl sc donner unci loi des aplalissuimmls analogue 
a la loi des densities de Lip.sehitz mi de Roche cl Piniroduire coramc 
eellc-ci dans la fnrmiih* do (llairaut. On oblicnl des res 11 lints du 
mniic ordre. 

4» 

176 , Iiois des density de M. Ldvy. OeMe loi, plus genera Ic 
(pie la loi de Lipsehilz, sVjcril 

(79) p — pu( 1 ■ 31 /■«)"*■ 

Kile conlieul un puramclrc ti eu plus. La courbc adnict 1111 poiul 
tPinlloxion. 011 la varialion de la densild cst maximum, pourp // =o. 
On pourra done rdaliscr ainsi un noyau cenlral, a forlc donsild, cl 
unc rteorcc superficielle, a dcnsilri plus faiblo. Kile permet de r^aliser 
uue condensation plus considerable el un aplatisscmont, corres- 
poudaut a Pallruclion, plus pelil qu’uvcc la loi de Lipsehilz, 

Ltfvy avail dludu's colic loi pour essayer d’accordcr mieux Papla- 
Lissemcnt donnA par Paltractiou avec celui ddlcrrnind par la 
pression. M. A. VYironnct Pa appliqmta pour determiner Paplatis- 
semen! de Jupiter et dc Suturne. 
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Pour n r = 2 on a d’abord 


(3o) 


p =S p 0 (l — ar«) a - 


Eu proc^dant comme pour la loi de Lipschitz on obtienl succes- 
sivemenL, pour la determination par recurrence dcs (3 de la lot des 
aplatissements, 


rj 6 a Q [ i « + 3\ 3«°- / '* 2 //~t- 3 \ 

^ « + 3 [Jl ~' 1 \ i in -h 5 / 2/i **4- 3 7 “ \ t in -h / 


m = (i- 


■3 

a ) 2 


2a« [ i + (i 
TTp [ n 


( tl H- 5 ) I -h f 2 // -+* 0 ) 


]■ 


ou (3 / a la rn^rne forme que dans ( 12 ) el |3" cl m etant delinks par 




Pi 


3 n H- 0 4 -+- 5 


J f p dcr^ - n p„ //?. 
0 


Les aplatissements seront cnsuite donnos paries Irois lbnuules ( 6 ) 
et ( 7 ) ou l’on aura porl 6 la valeur de in. 

Les calculs num 6 riques donnent les resultals suivants pour/?. «, 


a 1 . 0 , 9 . 0,8 0 , 54 . 0 ,.v:. 0 ,;i 0 . 

i;e<p 428,88 398,68 366 , 3 » ... 3 o 2,»4 297,97 294,06 

i:«j 234,83 255,49 274,33 ... 29.0,99 297,00 297,91 

i:e ? j 353,89 339,86 326,38 ... 299,12 297,00 29*1,93 


Les valeurs d’accord ont lieu environ pour ol -- o,5i() el, donnent 
1 = 297,18, 1 = 372,00. 

Avec la loi des densit 6 s correspondanto 

(3i) p = ii,23(i — o,5a r s ) 4 , pi -- 2,63. 

On retrouve toujours le memo aplalissemerit do premiere appro- 
ximation. La densite superficielle est plus forte qu’uvcc la loi de 
Roche el conviendrait mieux pour la vraie densite superliciclle, prise 
au-dessous des scories de P 6 corce solide, n° 168. 

Pour n*= 3 on obtiendrail des expressions analogues pour lc*s (3 
et pour m. On voit memo immckliatcment ^expression gdnrirale, 
pour n quelconque. Les calculs numdriques donnent le tableau 
suivant, pour n'= 3. 
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a 

1. 

0,0. 

0,8. 

.. 0,40. 

0,38. 

0,36. 

1 ! (!(p . 

477,35 

45cj,6o 

422,75 

. 30I,7‘.>. 

396,92 

292, if> 

i:ej 

<02,88 

, 68 

2.40,89 . 

296 , 2() 

297 , 20 

298,30 

I ■'“<?{p,| 


3()ft,8o 

35 i ,76 

■■ 299,09 

297,05 

295, 16 


Les valours <1 ’accord ouL lieu pour 

i:** = 207,1 •**, p, = 2,73, 

(32) p = 1 1, 53 ( i — 0,387*)*. 

La densile superficielle os l plus forte encore que dans lu cas 
precedent. 

Nous avoirs vu au n° 170 que la loi dc Lipschilz ne pouvai l dormer 
de fortes deusit.es superllcielles quo pour n = i avec p t = a , j 3 , 
mi /£> i. La courbe des dcnsiles sorail une ligne droile, on lour- 
nerail. sa coneavile vers Io haul. 

Avec la formule de LAvy, la courbe des densil<**s tournerail bien 
sa coneavile vers lo bus, sur la plus grande parliedu rayon. coniine 
avec la loi de Roche, oe qui pa rail plus norninle. Main de plus, elle 
presoiiLorait mi point, d’inllexion assez marque. A une profondeur 
/•:.= o,8o du rayon, pour a, (premiere formule). la vilesso 

d’aceroissemenl do la densile sorail maximum ol <';gu1c a i /\ do sa 
valour a la surface. La density y sorail doja egale mix deux tiers de 
sa valour au centre, puis mix Irois quarts a o,i du rayon plus has. 
\ la moiliti du rayon, la densile no diflV*rerait d<'»ja quo de un liui- 
t ionic <le la density cenlralo. 

Avec la loi des density's de Ltfvy, nous aurions done comme un 
uo\au central, mi la densile variorait assez pen, sur lu moilid du 
rayon do Ja Terre. La densile superficiollo sorail plus grande quo 
cello denude par la loi do Roche, mais elle varierait d’abord moius 
vile, puis avec une acceleration maxiimiin, <le sorle qu’il y aura it 
line separation asssez nolle enlre le noyau central el la parlio 
suporficiollo qui l’enveloppe. 

Nous verrons au Ghupilre XVI' quo eelle repartition des densitds, 
avec noyau central est absoluinent cxigdo pour expliquer Papinius- 
semenlde Jupiter cl deSaturno, el nous verrons quo cclte inflexion 
des densitds s’explique Ires simplcmcnl par la loi de Fnccroisse- 
meat des pressions dans uno masse gazeuzo, a laquelle on applique 
une loi des gaz rebels, de Van dor Vaals on do Clausius. 
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177. Calcul des Elements de second e approximation. On a vn 

au n° 155 que la valour y de la depression de l’ellipsoide (*! ail th'dinii 1 
ati moyen de ^expression A du second ordre par les formules (47 ) 
et (47 ) / - En y introduisant la valeur de e delink* par (8), on 
obtienl 


A 


4 a /?. § p ft r n 


1 £* 
n -h 3 eg 



r 

n -f* 0 


Pi r n ft../--" 
2 n -h fi 3 n ■+- 0 


2 


■>. n 4 - 7 3 // -h 7 



A la surface, on fait / --i. On rcpr^sente par (3' el. (3" In valour 
des parentheses, on aura 




:p t«? 


r_j 

L n ■+* 3 1 


»P' 


p' 


1 1 • 


■ pj* 


«1 - '•„( I -I- |t I 


Les valeurs de (3 et (3'ont dejadtd calculdos n" 171. On d&luit (3" 
des valeurs (3 t , (3 a . .... On cnlcule ensuile y de In moine I'm; on. 
Pour diflferentes valeurs de p,, avec In loi do Moelie n • , <>u 

obtient le tableau suivant des valeurs do —— , et les valours 

4 IJ e- 

extremes de y el de Sr a 45 °, 011 Sr •= i ayX* y/r ,J 


A 


Pi- 

\ J.) e 

< T < 


2,0 


0,042.3 0 , oOO<) 

4 00 O22 

3N 1 |«St) 

3.08 403 

1, «(i 4,0 j 

2 , Hij 3,77 

2 , 7 > 3 , *) > 

2,2 

, . . o3 

M 

2,6 

87 

a 1 

2,8 


2 ,0l| 3,28 

> , 4 1 3,n-> 

3*0 

. . 

• • , 4 

.... (IN 

‘*‘"i •# 1 7 

'tlXfl 'J It. . 



,1o() 

2,23 2,70 


On a trouv6 n° 172 que la valeur d T accord pour I’aplniisscunent 
donnait p < a, 25. On deduit du tableau pour col.lt! valour 

3,86 < Sr < 3 , 71 , 8 r = 3 m ,a« l : . 0 , 42 , 

La depression maximum de l’ellipsoide A 45° serail do 3 « 
valeur probable 3 m ? a8. Darwin avail troiuk 3 m ,jj,6. G’est lout A fail 
negligeable et bien au-dessous des limites (1’ohservnlinu actual 
lenient. 



CHAPITRE XV. 

HYPOTHESES AUTRES QUE CELLE DE GLA1RAUT. 
YITESSES INTERNES KT DISPLACEMENTS A LA SURFACE. 


178. Objet du Chapitre. — L’hypoLhese do Clairaul qui a servi 
de base a la plupart des travaux inaththnatiques sur la constitution 
ot la forme do la Torre so ramenait elle-m&mc a deux autres. Elio 
cousldteuL l’aplalisserncnt coniine assez faible pour n^gliger son 
cam*. Nousavons 6 tudi£ au Ghapilre XIII les corrections a intro- 
duiro dans les formulas oL dans la figure do la Torn* on tenant 
comp to do co earn!*. 

Gotto liypolho.se supposait on plus quo la Tcrro ^tait lluide, on du 
iiioins on dquilihn* hydrostaliquo. ol qu’eilo lournait. (Tun soul bloc 
coinmo tin corps solide. Nous (kudicroiYs dans cochapltrc les modi- 
fications, <jiii soraiont inlroduites on faisant d’autros hypotheses, 
on considcrant. la Torre coinmu solide. on admcllant quo la vitosse 
do rotation dos dilfttrentes couches inttfrienros n’est pas la in 6 mo quo 
la vitosse a la surface. Nous eludierons eu particulier la diligence 
<le Faction de procession du Soleil ct do la Lune, sur los diff^ronLs 
parallelcs de I’dcorce, cornme aussi la difldronce d’action sur Fdcorce 
el sur le noyau, ct nous on dtkkiirous une thtiorie explicative des 
tromblements de terre et du deplacement des poles a la surface. 

179. Hypoth&se d’une Terre solide. — La Torre, supposde 
solide, aurait pu so solidifier cn bloc, avec la mfime vitesse de 
rotation sur chaque couche, ou bien pi'ogressivemeut, avec des 
vi tosses dififerentes pour chacune des couches au moment de la 
solidification. Dans chaque cas Uaplatissement superficiel aurait 
4t6 different. 

II faut remarquer quo les trois Equations de Clairaul ( 17 ), ( 18 ), 
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(19), Chapilre X, n° 124 , sonl loujours valables, car olios n’intro- 
duisent aucune hypolhese sur les vitesses de rotaLion. JL’dcjuation 
dififerentielle de Glairaul, (n), Chapilre X, on cello de Clairaut- 
Radau, formule ( 4 ), Chapilre XI, onl 616 (5 lab lies au contra ire en 
supposant la meme vitesse partout. II faudra les modifier, les 
completer, dans l’hypothese de vitesses variables. 

Dans le premier cas, ou Ton suppose la mdme vilesse de rotation 
pourtoutes les couches solidifides, il n’y a nuciiue modification a 
introduire dans les formules (16), (17), (18) du Chapilre XT, n 1 ’ 135 , 
qui conduisent a l’6q nation de condition (19), 


(1) 


% j = j -+. 9 , 

5 lv a 




i> 9 


e esL Paplalissement, J le l'apporL des moments d’inarlic, 9 le 
rapport de la force centrifuge a rattraction. Coniine oil a vu que 
les limites donnees par la formule (i) sont Ires rossem'*cs el. la 
valeur moyenne de K tres voisine de i, il suffira de faire K = i . 
Nous avons vu ^galemenl que les limites de(i) sonl pen modifies 
en seconde approximation. Gelto formule nous donnera a quelqurs 
dixiemes pres, dans Lous les cas, Paplalissement exact, conciliublc 
avec Patlraclion et la precession. 

Dans le cas ou la Terre se serait solidi fi6e, avec unc vitesse 
diflferente de la vilesse actuelle, la valeur de 9 serait modilido 

3 <o* 

r ~ 7 ic/U * 

Le tableau suivant donne les valours de 9 et do t*>, vitesse do 
rotation, qu’auraient donn6 les aplatissemenls indiqmSs par la 
premiere ligne. 


1 :e 292 293 294 295 296 297 298 

1:® 266 270 274 278 283 288 293 

io:c*>i ij 04 i i,o 33 1,026 i)Oi9 i,oii 1,00 0,992 


La derniere ligne indique le rapport cnlre la vilesse de solidifi- 
cation et la vilesse de rotation actuelle w, . Pour r&ilisor on vilesse 
uniforme un aplatissement superficial de 1 :29a premiere colonno, 
saLisfaisant a la precession, J1 aurait fallu ct suflit que la vitesse de 
rotation au moment de la solidification fut o,o4i plus grande que 
la vitesse actuelle. 
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Pour quo Pnplalisseinont de la Torro soil celui dc Faye el. do 
Clarke, il faudrait. done quo la Terre, supposee solldc, se soil soli- 
difidc alors que le jour (kail de a 3 h , 3 ra , c’esl-a-dire environ 5 ^ ,n 
plus court. qiPactuellement. L’annde a u rail eu 38 o jours. On oxpli- 
querait le ralenUssementde la rolalionpar le freinage du a Paction 
des in a roes.' 

Pour rdnliscr uu aplatisserneul de 1:298, derniere colonne, il 
aurail. falln que la vilesse ful 0,008 plus polite qiPactuellemenl. Le 
jour aurail did plus long de 1 1 minutes environ. L’accdldralion de 
la rotation depuis Pdpoque de la solidification s’expliquerait par la 
contraction due au refroidissement. 


180 . Terre solide, solidifies progressivement avec des vitesses 
diffdrentes. — Dans lc cas ou Pon suppose los vitesses variables , 
il faul completer Pequation difl'drcnUollc. On reprend Pequa- 
lion (9), Ghnpilrc X.. Alors on iPa plus <ico‘ 2 —o. 11 v a en plus 
dans (10) uu lernie on r°( w 3 )' el dans (1 1) mi terme en (/'"W). 
Inequation de Clairaul-Radau, ( 4 )? Chapitro XT, aura, comme 
second inombrc, 11110 expression en w, ro' el 

- . rUi^Y-\-(\r(^y 

» = gi7 — - 


Ce Lerme dc rominlion s’inlroduil dans les foriuulos (17), (18), 
(19) du Ohapilre XI on remplncaul /•■// de (i(i) par sa valour 
deduile de Pdq nation difi^renlielle de Clairaul-Radau. [./expression 
K dans la fonnulc (1) ci-dessus esl rcmplacdc par l’expression 


corrigdc 


( 3 ) 


K' = 


1 (*) 

10 \/ 1 -h ( ’r) ) ’ 


011 (cr) el (n) re prison ten l los valours moyennes dc cr ot de r\ a 
Pinleriour ot ddfinics comme Kpar la formule T (i 8) du Chapitro XI. 

Pour rdalisor un aplatissemenl. dgal i\ 1 :29a (Faye) la valour du 
terme dc correction sera it 0,02/}. Pour 1 : a 9 8 elle serait - o,oo 3 . 

La valour du terme de correction cst positive si Pinverse de 
Paplatissemcnl supcrficiel est infdrieur a 297. Il s’ensuil alors que 
les vitesses intdricurcs de solidification aui'aient du dire croissantes 
du centre & la surface. 

Pour expliquor l*d tat actual il faudrait admettro que la solidifi- 
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cation a commence par Ie centre alors que la vitesse Etait plus 
faible que la vitesse actuelle, puis cetle vitesse serait allEe en 
augmentant, par suite de la contraction, jusqu’A la vitesse 
actuelle (*). 

Ou bien la solidification aurait commencE par la surface, avcc la 
vitesse actuelle, pour s’Etendre progressive in enl; jusqu’air centre. 
Mais alors la vitesse des couches internes aurait dii, des le ddbul, 
aller en decroissant de la surface au centre, car autrement on ne 
voit aucune cause capable de diminuer cette vitesse alors que la 
vitesse superficielle serait reside la mEme, par hypothese. 


181. Determination du coefficient de precession et du rapport 
des moments d’inertie. — On a vu, dans le Chapitre XI, n°" 141 , 142, 
comment Tisserand et Gallandreau avaient reconnu qu’il (Hail 
difficile de concilier la valeur de PapIatisscirioiU, dElerminE par 
Clarke et par Faye, avec le coefficient de la precession. On a vu 
comment Radau et PoincarE avaient dEmonlrE que cettc concilia- 
tion etait impossible, au moins en premiere approximation, n° 136. 
Nous venons de voir, dans le Chapitre XII, que cette conciliation 
est impossible, quelle que soil Papproximation rEalisue, el quo 
Paplatissement ne pouvnit Etre infErieur a i : 2 C><>. 

Mais la valeur du coefficient de precession a toujours Etc deier- 
minEe en supposaut que la Terre tournait. tout d*un bloc. Or on 
comprend tout de suite que Paction de la Lime sur le renllomoni 
Equatorial ne sera pas la memo si les couches sous-jaceni.es a PEcorce 
ne tournentpas avec la m£me vitesse que In surface. M. A, V ermine I 
a Etudie dans sa these cc nouveau probleme, et les modifications 
qui pourraienten rEsulter pour Paplatissement ihEorique, dElerminE 
mathEmatiquement, en accord avec les donnEes astronomiques de 
la gravitation et de la precession. 

Laplace avait dEja dEmontre que les phEnomenes de prEcession 
et de nutation n’Elaient modifiEs en rien par la fluid itE de la miir. 
Hopkins, Hennessy, Thomson, G. H. Darwin, S. Oppenhoim, enfin 


( l )^Roche, avec I’hypoth&se d’un noyau central et d’une Acorce, avail trouvE 
que 1 acceleration de la vitesse aurait Etd de 2 9 m pour que Paplatissement qui, 
dans le cas de TEquilibre hydrostatique, serait de i:2 9 /j,3, fut rEellement 1:292, 
nombre trouvE alors par Faye ( Acad&mie de Montpellier, 1881). 
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et surtout H. Poincare ( { ) onl d6monlr6, d’unefaQon complete, que 
le phenomene do precession du moins nYtait aueunement modifie 
par IVitat physique de la Terre, qu’elle soil completement solide 
ou liquide, ou qu’elle soit compostfe d'un noyau liquide entour6 
d’une ecorce solide, rigide ou dlaslique. 

La valeur du rapport J des moments d’inertie de la Terre, quiest 
ddduite du phenomene de la precession, est done ind^pendante de 
toute hypolhese physique. Mais elle depend ckroitement, par les 
formulcs de la precession, de la vitesse de rotation de la Terre el 
par consequent de la vitesse de chacune des couches elcSmentaires. 
II suflit do reprendre la theorie de la pi'deession pour dludier la 
correction a introduire dans la valeur de J, dans le ca.s de vi less os 
diflTdrenles sur les diil^rentes couches. 

Le phenomene de la precession est determine et mesurd par les 
termes s6culaircs du d6veloppcment de la fonction periurba trice [J 
dans le iriouvemenl de la Terre 

( , —fj . 


L’iutiigrale sYlend a tous les points dm de la Terre el a Urns les 
points dm A des astres perturbaLeurs, r elanl la distance des centres 
de gravity respeclifs. On obtiemlra les Equations du mouvcincnl 

en po riant les expressions ^ , — - 5 dans les equations tie 

Lagrange, relatives a la function U. Ici 0 , cp, ^ sont les variables de 
signification connue, 0 Tangle des deux plans (tiquuleur et 6clip- 
lique), <p cities arcs compos respectivernenl sur Tequaleur el sur 
IVicliptique, a partir du pointy. 

Kn dtjveloppant la fonction U on obtienl( 2 ) 


1 4) 


11 -A 


\ -+- it -+•«: — :ti 




[) est indripundant de 0, cp, 4b conlienl les termes en m el. 
en A + B + C. De plus, M est la masse de Pastre perturbateur 
et 1 le moment d’inerLie de Pastre trouble, autour du rayon vee- 


( 1 J) Laplace, Meccmique celeste, Liv, V, n°* 10-12. II. PoiNCARf 1 , Hull, ustr 

sept. jqio. 

(*) Tisskhani), Afecanu/ue celeste , t, 1, p. Or. 
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teur joignant les deux astres ; la somme 2 esi etcndue a Pen- 
semble des astres perturbateurs. 

La Terre £tant supposed de revolution, on a C = B et 


(5) U = D'-s|/(A-B)Mf.\ 


! = A ~7 -t- B — 

/* 3 i 


D' £tant une nouvelle conslante, qui contient un ternie on B en 
plus, par la transformation de I. 

Les valours de x 2 : r 2 correspondanl a la position du Soleil ot do 
la Lune peuvcnl s’6crire 

I 

— = sin’ 2 1 sin- L = -sin 2 0[i — r.os?.(m£ ^)|, 

x'- 

— = sin 2 0 sin 4 L'n- /sin 3 0 cosO cosN, 

i* - 

L, L', N sont les longitudes du Soleil, do la Luno et du mend 
ascendant de la Lune. 

La secondc Equation, avec les elements marques d’iudioe, esl. 
relative a la Lune, en n’y conscrvant quo les (dements indopondnnls 
de i 1 . 

On voit sur cos Equations quo U esl indtipendant de cp. L’equalion 
de Lagrange relative a cp donne done, pour G = B, w constant. La 
precession n’altere pas la vitesso de-rotation, premier th/mreme ('). 

En transformant les Equations de Lagrange, relatives a 0 eu|», en 
un systeme canonique, on en deduit 

( ) M _ i f )[ f i ,)[) 

<)t Am sin 0 ()ty J r)t A co si n 0 <)() 

Si l’on lie considere dans les formules (6) quo bis t.ermcs, ou lo 
temps n’cslpas p6riodique, les souls dont depend la precession, on a 



Le ph6nom6ne de la precession ne modifie pas L’obliquiu'* 
moyenne 0 O de PSquateur sur IVicliplique, second tMorfone. 



( l ) Tisserand, Mecanique celeste., t. 2, p. 39a et 409, 
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On obtient ciifin 


(S') 

et 

(9) 


/dU\ 3 ./M M'\ /4 „ „ 

(d 07 „ = - + p*) (A- B)miiOcmO 


/«ty\ 3 „/ M M'\ . 


- B cosO , J 

— — — h — cosO. 

\ to tt) 


Cette expression d6(init le ddplaccment ip du point y en fonclion 
dn temps, c’est-a-dire laprdcession. On voitque cello valeur depend 
du rapport des moments d’inerlic J, do la vilcsse de rotalion u et 
de 1’incliuaisou 0 de I’tfquaieur sur lYclipliquc. 


182. Modification du coefficient de precession dans le cas de 
vitesses internes variables. RSsultats. — La mdme formulc (y) 

esl applicable a line couche cllipso’idale quelconquc. D’aulre part^J* 
est la vilesse tie rotation autour de Luxe de Pccliplique. 

Ln d (Vs i pliant par dA et rfB Ies deux moments principaux 
d inerlie de celte couche I'dementaire, on pent 6crire, pour la 
quantity de mouvemont correspondent a cette rotalion, 

(.O) ,/\'J = /,(,/A-,/B) — • 

to 


lie premiere approximaiion, coinrne ™ (il rfA - dB sont des 

quantiles ires peliles du memo ordre, on pout prendre Tun des 
deux moments d’iuertie, dA par exomple, pour cclut qui cor res- 

pond a -j* • 

On n’aura en.su ite quVi infogrer de o a r~ i pour obtenir la 
(|uantite de mouvemeut totale. Hu, tenant coinple des expressions 
des moments d’inurlie I timcnlu ires [for mules (id) et (id'), 
Chap. X, n° 123], on a 


tn) 



8^: /*’ (hb 

id. dt 


tin ;i = 


!-*;h f 

10 


cosO 

P (hi h r. 

€t) 


On a udgligd a' 1 dans [’expression do dA — dB, et e dans colic 
de dA . On a admis aussi quo ^ ctait constant, c’osl-a-dirc quo 
toutes les couches conserveat le mdme axe de rotation. 
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De plus 6 est constant, si w Test aussi. on aura, on tenant 
compte de la valeur de J, d’apres (17), n n 123 . 


(12) 




cos o r 1 

Wi J 0 


p cfa :, e = •- r A rosO 
r K> to 1 



La valeur de A est £gale k la derniere intrigralu muUipluV 
par 8tt/ i 5 , de sorte que Ton trouve bien (9). 

Si w n’est pas constant, alors en idenlifiant Ins seconds inemhres 
de (1 1) et (12), on a 


(i3) 


/ — darui ■=. : — - / p 

,/ u w 



r/n*. 


C’est la nouvelle relation donnee par le rapport des moments 
d’inertie J et qui doit remplacer l’ciprcssion (17) du n° 123 . 

En repr^sentant par (o>) la valeur moycnnc de w, dcdinie 
par(i 3 ), les trois relations fondamenlales (17), (18) et (19) des 
n os 123 , 124 pourront s’ecrire, dans cette nouvelle hypolhese, 


04 » 


l( e -i ? ) D,= / p ' /n6t,=j( ^/ p,/ " s 


Liquation de condition qui donrte I’aplalissermml compatible a 
la fois avec Tattraction et la precession sera modified en conse- 
quence. On voit que la valeur de J sera sim piemen t multiplier 
par — ■ D’autre part, la function K devra dire com pld 1.6c, coniine 
dans le num^ro pr^eddent, par l’exprossion K 7 en cr, qui nmtre 
dans le second membre de rl’£qualinn de j-Glairaut-diadau, for- 
mules (2) et ( 3 ), n° 180 . 

On aura la nouvelle expression 


(16 ) 


gj(j£) 1 _ J (w_) 9 

5 0)1 K' (Oi ■). 1 


qui remplace I’dquation de condition (19) du Cbupitro XI, n“ 13 f>. 

On verrait faciloment 'd’aprds cetle formule quo la vitosso des 
couches internes devrait elre plus grande que la vitesso superfi- 
cielle pour que l’inverse de l’aplalisscmcnt puissc dtro infdriour 
4 297 • pourraitle faire varier facilement de a^S a 3 oo, coimne 
on l’a vu par les calculs numdriques du Chapitre prdeddent, n" 174 . 

Si l’on prend la loi Roche pour loi des inlensitds ct une loi ana- 



CHAPITRE XV. — HYPOTHESES AUTRES QUE CELLES DE CLAIRAUT. ‘>.5/) 

logue pour celle des vilesses do rotation des diffdrentes couches, on 
obtiendraii. i : 292 pour valeur de Taplatissement avcc la loi 


M‘>7 


(1 — f>, 1 43 / ,s ), 


ro 0 =» 1 , 08 to 1 . 


La vilesse de rotation an centre Lend rail, vers une valeur plus 
grande de 8/100 0 que la vitesse a la surface, la rotation s*y ferail 
on i ,, 4o m de inoins qu’a la surface. 

On veil a quel point la limitation thrioriquc de raplatissement 
do la Terre, calculi dans les deux, Chapilres precedents, pout dire 
influence par les hypotheses sur l\Ual, physique interne du globe. 
O’est pour cola quo la mesure exacte de cot aplatissement pent 
nous renseigncr sur cel dial interne. 


183 . Balentissement de P6corce dd au frottement des marges. 
Oepuis longtemps on a signals le IVcinage du aux marges com me 
urn; cause de retard dans la rotation de la Terre et d’allongement 
tin jour siddral | Kant 170/1 (•)[. Delaunay signale on i860 quo la 
reaction de freinagc sur la lame doit prnduire imc acceleration 
sdciiluirc de son inoven mouvemenl, mise en Evidence par Pexamen 
des nneiennes eclipses (-). <L II. Darwin elabore 1.011 ti! une iheorie 
cosmogon i(| ue sur Taction des marces, la separation et IVdoigne- 
mrul pnigressif de la Lime et de la Terre sous celle action. 

Laplace avail irnuve que la variation de Toxcentriciie dePorbile 
Lerrcsl.ro devnit produirc une acceleration sdciilaire de 20" <lu 
moydi mouvement de la Lime. IVL Adams a d^nionlrd (i 853 ) que 
ce nombrc devrait etre rdduil a (\ u .seulcment, 6 f/ ,oi d’aprcs les 
derniors calculs de Brown (i<> 33 ). OhiuLre part Hansen (1807) 
a trouve que, pou r rendre compte des anciennes Eclipses, celle 
acceleration devrait ctrc de 12" (memo 12/', 06). S. Newcomb par 
une nouvelle etude des Eclipses moiilre quo ce nombre doit cHro 
ramcuA a 10", 9, on memo a 8",/f> (*878) <‘ l ( M) I; 0 ( :i )- 


( l ) Note A PAeadriiiie dc Berlin. 

( a ) Gornptrs ra/uius Acad, Sc, t Paris, 11 ditaftinhro 1 8G/> , ‘.vjt at 39 janvier 
( a ) Kotlieringlinm (1919), Seliooli, <lu Sitter (19117) trouve nt successivenicnt 10,8; 
11,10 ct ii,a. Ce dernier nombre, le plus probable, ne dilT&rc que de i n de eelti i 
de Hansen. Voir D. Bkloiuzky, Acceleration seculaire de fa Luna ( Bat, as iron,, 
Paris, 1 9B4, p. i 4 p) et A. Oxnjon, La rotation de la Terre dans IJ Astronomic, 
1939, p. i 3 . 
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II y aurait done un ecart de 5 ", 2 entre Pacctiltkalion th6o~ 
rique de la Lune et son acceleration pratique, deduilo des Eclipses. 
On a expliqud definilivement cel ecart par Paction des marches. 

En 6valuant approximativemcnl la haulcur el Pelondue de la 
mar6e on introduit facilement un retard de 33 o", on 22 sccondes 
de temps, sur la rotation tolale de la Terre en un siecle, ce qui 
£quivaudrail a une augmentation du jour de o s , 00001 a par an ( 1 ). 
Ge retard de 33 o" de la Terre correspondrail a une avance appa- 
rente de la Lune 27 fois moindre, soil; 12". Mais d’aulrc part, la 
r6action du renflement des mardes sur la Lune produit une accele- 
ration de son mouvemement orbitaire, qui sc traduit finahunent 
par un 6loignement et une diminution r^ellc de son lnoycn mouve- 
ment de 6". L’accrild ration seculaire definitive de la Lune sera it 
dans ce cas de 6 ", et suffisante. 

II est vrai que d’autres causes comnic le refroidisseinent, les 
chutes de met^ores (Oppolzer), les oscillations baromtUriques 
(Thomson), les s^ismes peuvent agir dans le memo sens on en 
sens contraire ( 3 ). 

En admettant que Pacccleralion totale de la Lune soil due 
aux marges et que Paugmenlation du jour correspondent soil, 
de o s , 0000 1 2, on calcule quel pourrait etre la variation des 
vitesses inLernes qui en rcsulteraiL et Paplatissemenl l.lii'*orique 
correspondent. On trouve qu’avec un coefficient de viscosity 
de 2. io 8 , de Pordre de celui de la poix, pour le frotlement enlre 
P^corce solide et les matieres sous-jacentes, on pent almisser 
a 1 : 292 la limite de Paplalissement donnde par PoiucarA. Avec un 
coefficient dix fois plus grand, < 5 gal a celui de la poix on oblicn- 
drait 1/296 au lieu de 1/297. 

SiPinvcrse de Paplatissemenl ddlerminA diSfinilivcinont par les 
mesures g6od6siques el le pendule tUait en dessous de 297, il 
s’ensuivrait probablement qu’il faudrait admetl.ro des vitesses 


( l ) Voir Iissrrand, Mec . cut., t. 2, p. 53^. Jeffreys a moot, re plus row rumen l 
que ceite action de freinage des marces »Hait surtout sensible dans les mors 
peu profondes. 

(*) Elies produisent alors les fluctuations du moment de rotation de la Torre 
et du jour sideral , raises en Evidence par les irv6gularit6s dans le mouvement 
observe de la Lune et les occulations d’Gloiles, II y a plus de 5o ans que les 
th^oriciens de la M6canique celeste signalaient ccs phdnomfines possibles, Les 
observateurs ne se sont soucies de les dtudier que tout r^cemment. 
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variables a TinUkieur clc la Torre et les expliquer par le fre inage 
ii u aux mnrees. 

Commc au coulraire les mesurcs scmblenL confirmer la limite 
tlieorique 1 : 21)7 il stensuit que la Terre lourne Lout d’un bloc et 
quo le re lard <1 u aux mnrees a unu acLion interne insensible. On 
<loil. on conclure quo sur aucune surface do niveau, malgrd Iteleva- 
lion de temperature, la viscosite du milieu no pout dire infdrieure 
a cello de la poix. on bion quo Taction due aux mantes est negli- 
geablo. Celle action des mantes aura it etc nlors trap lenle pour 
pmduire les phdnomenes indiquds par G. H. Darwin. 

184. Calcul de la precession d’un anneau. La precession d’un 
astre fluide est la nidme que celle du solide equivalent. — On a vu 

Fig. 5. 



n" 181, quo la deviation due a la precession ntesl |»as la memo sur 
deux surfaces de niveau, si leur vitos.se de rolalion est diflVwenle. 
De plus, sur la memo surface de niveau, celle ddvialion ntesl pas 
la memo sur tons les paralleles. II se produil. alors coumio nnc 
torsion el. une compression des di He rents parallelcs. Eludions en 
(diet Taction de la precession sur un annua u lluide, ou soli tic* , 
Immiant tout d’une piece, suivant un parollele de la Terre. 

Soil. T le centre! de la "Tern*, O' le centre de Tonneau du rayon 
( ) l :V = /*, . Soil. T.r son axe do rotation, T y la trace du plan dc 
Tequaleur, TO In trace du plan de Ttteliplique sur wTy (/iff- f>). 

On aura, pour le moment d’inerlie I dc Tanneau par rapport a 
Tuxe TO, qui joint le centre de la Terre a Taslre perturbaleur, 

r « In- >»«\ a* ~0"r- (< - ■£) = < 'i - '•? ) (> - $) • 


— IV (2). 


17 


258 figures d'£quilibre d'une masse h£t£rocene en rotation. 
On en ddduil pour la valour do I, d’apres (4), 

(16) r = — '’ll) — 


Lc dernier lernio, qui ne depend pus do on do 0. nhiilervietit 
pas dans los calculs suivanls, 011 1 ’on proud ~ Los oalculs soul. 
Ics mfimos qu’nu n" 181 . D’apres (7), (8') et (9), on aura 


(17) 


1,1 

r)t oisint) rH) 


= hm 


•i 



<*«s 0 

(i) 


? 


A = mr~ esl le utomeiU d’iuerlie do rnimenu considere, par 
rapport, a luxe do rotation, in = 2 7rp/*| ds. En porluul cello valour 
dans (17) et en integrant do maniere a soiiiincr tons les amioaux 
de$ cercl es parallels d’uiio couehe, sihuVs enlre lo pole et lYqijn- 
Leur, on obliondra la precession do la couche rnliere. 

Si Ton cons id 6 re ime ooucho sphdrique ,r-‘ + #■■* ()n u-oiive 
c|ue 1 integrate du second mem bn* s’anuule. La procession c*s I nullo, 
si la rotation fi) esl la memo. Si I’on considere tine couche olliplique 
d’aplatissomonl. e, on a 


it' 1 -hj*q 1 + :n* 1 = a' 1 , A- =-; <t*( 1 - - r* i a =. 1 — •> r i. 

Or ri = .v 2 + r- ol 7’J =y-' En portaut dans ( 17)011 oblienl. 
C18; =/t\ r —, '*'■ - '' ,,s0 A — It 

(H to 


<)')j j 1 ‘os 0 
()f (-) ’ 


= J. 


Pour une coueho elemcntairc c = J et l\m rctrouve bien la for- 
mule (9). La precession ostia mchne quo pour tine coueho olliplique 
solide. II en serait dc memo pour I’cnsomhlc des couches. 

La formula (17) elant la memo pour tm filet lluide quo pour 1111 
anneau solide, il en sera de inthnc pour vine coueho (ilemenlaire ol 
pour 1 ensemble. La precession ne depend pas do PiHat solide 011 
liquide si la vitesse de rotation w est pnrlout la mt'mc. 

lSd. Force horizontale alternative exercee par la Xiune ala sur- 
face de la Terre. — Comma A = mrj, la deviation de precession 
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d’une /oho LerresLre do latitude Z, sera, d’apres (17), 


< M>) 


<)jt 

Ot 



i_ \ eosfl __ A , / ___ a \ 

cos 4 / / to ^ \ 1 3 cos 2 1 ) 9 
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La valour nwyenne cle la deviation dhine surface de niveau est 
doimee par (18). Ddsignons par ^ cello de la surface exlcSrieure, 
r 7 esl-a-dire de Peeorec, el. par <[/,, la deviation a Pdqualeur, co sl= 1 , 
011 aura 

( iw ) = // ~ cos 0 , 'X- = ~ - 


Coniine 1 : a = 497 la deviation eqiuUoriale serail. egale a 100 fois 
la deviation nioveime, qui correspond u un displacement de 00" 
par an. Llle produirail., dans lo sens du meridiem, un displacement 
tangenliel de i c ' m par seconde, nyunt pour resullal de pressor 
les couches superlieielles Pune centre Paul re avec line force egale 
a un 1 millicmc de lour poids dans la phase maximum. 

Si nous iuius cloigunns de Pdqualeur, *{/ el la deviation rc.su I- 
laule dimiuueut avec cos 2 /, puis s’annulcnl snr le parallel* 1 
de of>° 1 O', di'dini par co s-/=m/ 8. Ensuile la deviation change de 
signe el de sens jusqu’au pole. 

Vinsi done, loule la zone dqualoriale, comprise enlre les deux 
paralleles de .'>;V\ suhil un basculemenl par Ponlrainemenl de son 
axe de rota lion du au phdnomene de la precession. lass deux 
calottes polaires au con Ira ire subissent un basculemenl. an sens 
inverse, lour precession dlanl negative. Par suite de la rotation de la 
Terre, tonics les parlirules de Piicoree suhissent. pendant 1 a heures 
uue poussee dans un sens el pimdant 1 :>. mitres heures line poussee 
ea sens contra ire. "Ponies les regions sit lines sur les paralleles de 
.'In" seronl done allernalivemoiiL comprimdes, puis dilates, I011l.es 
les 'a/\ heures (Jiff. (>). 

IPaulre part le coefliciciil h , provenant de : /'-, comprendra 
(Paprcs ((_)) ties tenues period iq ucs, qui dependent de la longitude 
du Soleil, de la Lime, cldc sou nauid ascendant, ce sent les monies 
t ermes qui inlervieimont dans Paction des mantas el, produisenl 
ties maximmns sc ini-mon.su els et semi -annuals. 

On aura done la un phdnomehie analogue & celui des manias, 
par la me me action de la Lime et du Soleil ct qui la complete. 
i)aiis les mantas de Pecoroe. ou des oceans, il y a soulevement et 
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abaissement vertical. lei au contraire il y aura un allot horizontal 
de tension el rle compression, qui suit les mdines phases. 

On peui ajoutcr d'ailleurs quo ces paralleles de 35° sonl. Ics 


Fig. 6, 



cercles ou la sphere de memo volume coupe I’ellipsoide, el. quo ce 
sont-aussi les cercles fixes aulour dcsquels s’arlicule lout ellipsoide, 
qui s’aplalil ou se deforme. 

186. ThSorie des tr emblements de terre, geosynclinaux, cliar- 
riages, montagnes et depressions. — On comprend (put cello force 
horizonLale, les compressions el dilatations alternatives de IVeoivo, 
puissent provoquer des dislocations, des zones de IVaclure dims 
Wcorce terreslre. M. A. Vdronuet en a deduit uue iheorir explica- 
tive des trcmbleinents de Lorre (') et de dillerenls mitres phono- 
menes geologiques. 

Cette thdorie pennel en particulier do loealiser plus specialement 
la frequence des tremblements de terre dims la zone do 3f>°. Or, 
celle-ci passe par Lis bonne, la Sicile, la Perse, IMnde, le Japon, 
le Mexiquc, qui. estbien une region plus purtieulicremenl t'tprouvde. 

Dupres la loi de Montessus de Balloro, les regions si'damiquos 
coincident avec les geosynoiiunuxdelY'poqiie secoudaire, zones de 
depressions remplies par les sediments secomlaires, puis plissees, (*) 

(*) Voir le tr&s intercssant ouvrage sar Lo Ireniblamont da larva, par 
M. Edmoncl Rotlie, directeur de Flnstitul de physique du globe de Strasbourg, 
nouvelle collection scientifique, cbez Alcan. 
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disloqu6es et relevVes a l’dpoque tcrliairc. Ges regions forment le 
cercle mediterranean ou alpino-caucasienJaimalayen (53 pour ioo 
des s6ismcs) ct le cercle circumpacifique, .ou indo-japoiiais-malnis 
(4 1 pour ioo des sdismes). 

Or. on voit quo le second cercle, dans sa partie indo-japonaise, 
prolongc le cercle nu'idi terra n<^en en comply tanL le circuit du paral- 
lele do 35°. L’archipcl nmlais resieraiL en dehors, en s’expliquanl 
coin me un prolongement do la formidable dislocation de FHima- 
layn. 

Dans Fhemisphere sud le parallele de 35° passerait dans unc 
zone de depression ocVanique au sud de l’Afrique el de F Australia, 
coupee seuleinenl. par la pointe de FAmerique. Celle depression 
clle-mtune serai l expliqude piVcisdsmenl par Faction de dislocation, 
qui aurait produil un eflbndrement, un foss^, comme le fossil nnbli- 
icrranriou. dans noire hemisphere. 

Celle action de dislocation et (FeUondrcnionL expliqucrail egale- 
ment celle localisation des bandes gdosyncliuales sur le parallele 
de 35". La depression du sol aurait dl/t remplie par les sediments, 
puis la memo dislocation el force horizonlale aurait, au lerl.iairc, 
favorisc les plissemenls eL les relevomenls monlagneux. Nous 
verrotis au numero suivanlque le displacement du pole a peul-elre 
fail coincide!* nnlerieuremenl le parallele de 35" nvee le fosse de la 
lhdlique el le snulevemonL hercynien. 

Celle force horizonlale de dislocation aurait. done ainsi crib* 
(Fa hord des regions (F instability, caraclcrist'ies par les depressions 
el les plissemenls des geosynclinnux de lVieorce Lcrreslre, quelques- 
u mts de ces regions (Finslabililfi eluuL dues peul-elre a d’aulres 
causes. Cello cause dVihranlemenl conlimierail a agir dans les 
imbues regions, on les regions voisiues, comme cause determ inant e 
des seism es. 

Perrcy, professeur a la Faculty des sciences de Dijon, avail 
allrihue les Iremhlemenls de tern*. mix marees internes , cl. par 
line longue slalislique, il avail 6labli les Irois lois classiques dil.es 
de Perrey, qui raltachenl la freqmm.ee aux posi Lions critiques du 
Soleil et do la lame, qui donnent lieu aux niariios d’ampHludo 
maximum. Plus iVicemmei.il de Parvi Ho et Flammnrion sont arrives 
a des iVsulials analogues. Les sAisxnologiics japonais admellonl 
d’abord comme primordial Fcxislcnce prealable iFuno region 
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d’dquilibre instable, ou ensuile les actions limisoluires agiraient 
coinme causes de declenchemenls. 

Nous retrouvons lout cela dans la force horizonlnle erode par la 
precession de Fdcorce, puiscjue ses phases el ses maxiinunis soul, 
les monies quo ceux des mantas, eL qu’ello a pu order ces zones 
d’instabiliLd, en leur conservanl encore le memo caraclcrc. 

Celte memo force horizontale explique parfailemenl les plisse- 
menls etles charriages, ainsi quo les depressions el. souldvmnents, 
par compression ou dilatation successivos, ee soul les memos 
regions d 5 a ill ears qui onl did le siege des fosses les plus profoiuls 
ou des massifs montagneux les plus dlevds, le fosse rnddilerranden, 
les Alpes et les Pyrdndes, le Gaucase, Jo massif de V Himalaya. 

Les geologues avaient explique ces phdnomenes par le refioi- 
dissement cl la contraction. Or le refroidisscmcnl. a plutdt produit 
Feffel contra ire de celui qu’ona voulu expliquer. Si la Torre s’dlail 
refroidie unifornidment lc calculmonl.ro quo Fdcorce n’aurait did 
ni contractde ni dilalde. Pour qu’ollc so soil; plissde et eoulraclde 
sous Faction du refroidissomenl, il aurail falln quo le noyau so 
refroidisse plus que Fecorce. CVsl le eonlrniro qui a ou lieu. Jjo 
ealcul montre que lc refroidisscmcnl iFa pas pu pdnelrer sensible- 
ment a plus de ioo km de profondeur, u° 1(17. I Amorce refroidic cl 
rctrdcie a done du se fondiller, d’ou les failles oL les ruplures, cl 
Fdtablissemont automatique, mais jamais eomplel, de Peqnililnv 
hydrostalique ou de Fisostasie. II inn l nj outer aux causes orogd- 
niques le ddgagement des gaz du noyau, u n 1158, doni la poussde a 
soulevd les montagnes et les mainlient encore soulevdes, gaz qui 
s’dchappenl encore progressivcmcnl par les volcans. 

L’dlude de la ooncentration des nialdriaux qui out forme les 
aslres montre que Fdnergie el la chalnur ddgagdes an <ldbut et an 
centime out did Ires faibles pour eroitre progress!* Yemeni avec la 
masse, jusqu’a un maximum. Gommo la transmission de la ehaleur 
a old tres faiblc, par Fabsence de cournnls de convection vers le 
centre, et n’a pas dft ddpasser ioo km , comme pour Fdcoreo, la 
tempdraturc y est reside sensiblemenl. ce qu’ellc dlait; an ddlml. 
Le noyau formant la bathysphere pourraildono avoir les propridtds 
des solides, comme le veulent les gdophysiciens, oar on retrou- 
verait les basses tempdratures de la surface, vers moo ou i f)oo km 
du centre. 
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187. Deplacement du pdle et des continents par la precession. 
Phenom&nes geologiques. — On a vu plus haul que la precession 
gendralo eta it proporlionnellc a J, rapport de la difference des 
moments d'incrlie par rapport a i’un d’eux. Pour une couche 
elemental re. coniine IVjcorcc lerrosire, cello valour de J sc confond 
aveo l’aplalissement e, eoimno le montre direcLemenL la for- 
mule ( 18 ). 

Le deplacement de l’axe de rotation de IVcorce lerrestre, du a la 
precession, est proporlionncl a e = 1 : 297 . 11 n’est done pas le 
memo que le displacement de l’axe de rotation de I’cascinblc de la 
Terre, proporlionnel a J = 1 : 3of>, Le premier surpnsse le second 
de 3 cenliemes, rapport i,<>3. 

Si le frollemenl de IVcorce snr le noyau (Hail negiigeable, 1 axe 
di i rotation de celte erorce avaucerail de i ,f , f> par an, sur celui du 
noyau, on de /jb m par an. (lela represent e une vilesse lim?air«i 
excessivomenl fniblc, eumme la resistance au l'rol lenient dans les 
liquifies visqueux esl pmpnrlioiiuelle a la vilesse, el. tend vers y.dro 
aveo cello vilesse. il pent, subsislcr un linger decalagc. Ainsi lebrai 
et la j)oix se deferment et coulent aveo uue vilesse de eel ordre et 
la viscosile des roelies fondues nVsl pas superieure a cello de ces 
malieres. Imi tout eas, pour lout corps qui nYsl pas com plelemcnt 
rigidc, il \ a toujour* uue ccrlaiue vilesse de glissemeiit. Au debul 
do* periodos gdologiques, aveo un refroidissemenl moins avance, 
le frollemenl a pu elre moins until’ el cc phdnomene du ddcalnge 
de I'ccnrcu par la precession a parfailement pu produin* le ddpln- 
cemtMil des poles, quo n'iclameul les gdologties pour expliquer cer- 
laines observations de glaciers ancieus, dans less regions qui soul 
acluellemenl voisines do I’equatmir, 

Quelle quo soil la vilesse de displacement de Peeorce par rapporl 
au noyau, Fecai'lemonl reel des deux axes no pent pas elre consi- 
derable, ear la \ilcsse do mlation diurne inlroduit Ires vile un 
fro tie men l beaueouj) plus grand quo le premier. Les deux axes 
rcstent done sensiblement confondus, c’esl. le point de Pdcorce 
coiTCspoudant a cet axe, qui se displace par rapporl a cel. axe. 
G’est le pole lerrestre qui se displace on sens inverse a la surface 
do la Terre. 

Le displacement maximum serail de i° en a^oo ans. Une vilesse 
de displacement ion Ibis moindre donnerait 5° en deux millions 
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d’anndes. Co serail suffisaut pour cxpliquor les phdnomdnes gdolo- 
gicjues. D’ailleurs ceux-ci pourraieut s’expliquer aussi par des 
conditions locales. Sous Pdqualeur, le Kiliinaudjaro clove a 6ooo ,M 
d’immenses glaciers rdceminent photographies on avions. Lours 
moraines et lours picrres strides poumuit, so retrouver plus larrl 
cnfouies dans des terrains situds beaucoup plus bas, qui iPauroui 
jamais did reconverts dc glaciers. 

Cette cause d’unc difference do vilcsso outre lo iu>)au et Pdcorce 
pourrait-elle arnener une dislocation el, une derive das conti- 
nents, coinme Pa imagind Wegener? (Pest pou probable. Kile 
exp liq u era it seulcment le ddplaceinent des continents par rapport 
aux poles, ce qui serail suflisant pour la pluparl des plidnoinenes 
gdologiqucs. 

La separation cl la ddrive des continents exigerait une cause 
dont Paction varierait cPuno facon assez considerable et continue 
sur deux points assez voisins. La cause des tremblemeul.s dc lerre 
en est une, mais olio est alternative. An bout do \>J\ bounds Pellet 
total de ddplacement est nul. 

On a calculd la diflerence de Pa time I ion horizonlalo sur la 
partie dmergde et la partie imnicrgde <Pun continent. CVs! inlini- 
ment petit. La prddominance des veals d’( )uest aurail une act ion 
beaucoup plus grande pour entrainer les continents europeen (it 
africain vers PEst. 11 on serail de indine pour PAindrique. La dille- 
rence ddpendrail de la hauteur des mon (agues. 

D’aillcurs la thdorie suppose a la base que les continents 
peuvent se ddplacer par rapporL u la mer, on les mis par rapport 
aux autres, coimne s'ils llottaient librame/U sur In noyau. Mais 
sous les mers its soul, cl onl loujours eld relies (it soudds outre eux 
par une dpaisscur de Pdcorce, a peine plus laihle (it aussi rigide 
que les maldriaux qui les soutiennenl. Tout eela (ait bloc. On 
ne pourrail adinctlre un ddplacement relalif, que si cello dcorce 
n’dtait pas strictement rigide en dehors des continents. Or a la 
tempdralure dc Pdcorce, toulos les roclies possedonl. bien la 
rigiditd des solides et ne supporteraient pas un plissemont lent, 
mdme de Pordre de lenteur de PalTaissoment du brai on (hi la poix. 



CHAPITRE XVI. 

JUIMTEIl ET SATURN E. APLATISSEMENT ET CONSTITUTION INTERNE. 


188. Objet du Ohapitre. — Nous dtudicrons ici les rdsullals de 
Implication des calculs piY‘cddenls aux corxdiLons dWpiilibre el a 
la constitution interne des grosses plauetes Jupiter el Saturno. 
Nous verrons quolles son I. les limitcs introduil.es, par la force cen- 
trifuge el par l<» rapporl des moments d’inorlio, pour l'aplatis- 
senienl ( k l pour ia Ini des densiles. 

Nous i'll eonelii runs qu’il fan I. admellre, pour Jupiter, une 
inflexion bien marquee de la density delimilanl neLleineiil un 
noyau rem I ra l condense el line zone supcrlicielle plus Mgcre. De 
plus relie zone superfirielle plus Idgdro doil tfgaleineiil tourner 
plus vile que le noyau reel ml, coniine nous voyons deja les partitas 
de la surface loonier plus vile a fuqualrnr qu’aux poles. 

(les ea rac teres so relrou veronl rncorr plus accenting pour 
Sahmie, sur laquelle la form centrifuge esl encore plus pres 
d’rigaler I’allracdion. Nous en d^du irons los conditions de forma- 
lion de r.mnoau. 

Le Sole i I prAsonle levs uuunes variations de vilesse de IYqualeur 
aux poles. Nous en dfjduirons les Inis do formation des lour- 
billous el des laches. Nous en deduirons que res Irois ns Ires, qui 
presenlenl la nuune repartition des vilossos oxlerieures, doivenl 
presenter la menu* Ini de repartition interne des densiles, aver une 
inllexion marquee el une separation nolle du noyau el de la zone 
superlirielle. Nous relrouvons ees caraeleres dans IVlude de la 
eonslilulion interne d un astro gazeux. Voir Alex. V^honket, 
Figures (VrcjuUihra H rosin agon ia ( Memorial das Scimcrs 
ma(h<hnali(jiirs de M. Ilenri Villal). 

18{). Jupiter. Les donates d’observation, — f2 Aniuuiirc du 
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Bureau des Longitudes donnc acUicllemeul, pour lu valour ties 
principaux elements rapportes aux memos elements terras tros : 
valeur du rayon equatorial, a = 1 1 , 1 4 ; masse M = 3 1 8 ,3(5 
(Tisserand donnait sciilcmcnl 3 o<}, 8 ), posanleur a lY'quainur 
y = 2,53. La densild par rapporL a Lean est i, 3 (i, la durdc tie 
rolalion a l’dqualeur do j> h ;>o m , raplatissemcnt est pris egal i : in, 
II est assez mal determine. 11 y a 3 o ans It* nombn; ndopld pour 
I 5 inverse elait 17. 

Les nombrcs donnes par les aslronmnes, pour le ravou equa- 
torial, oscillent onLro 71.000^ ct 71 . 4oo klM . La 1 ! milo do precision 
des instruments, dgale a o", 1, correspond a la distance, do Jupiler 
a 3 oo km . Le nombre « = 1 1 , 1 4 ? en rayons leiTestros, donnc par 
VAnnuaire correspond a 7i.o5o km . Le nombre a 7 1 . 3 7,3* 1,1 
donnc par Sampson, regarde commc uu des plus surs, correspond 
a 1 1, ip. 

190 . Densite, pesanteur a la surface, rapport de la force centri- 
fuge &,la pesanteur, — Commc I’aplalissement a csl assez conside- 
rable, il faul on lenir complc, mduic en premiere approximation. 
En designant par e le raj on polaire, on aura pour la masse M el 
pour la densite moyenue D 

(') M = 4 *n„* B = | I> - l>. -r — v 

— 5,02 esl. la deusile de la Torre, M el. u soul, exprimes par 
rapporl aux memos Mments de In Torre. Ou oblionl I) -- i ,'Mr.u 
nombre de VAnnuaire. Si I’on migli^oail, raplalissoineul 

14 

‘-‘-IS’ 

on aurait seulemenlD = 1,27, 

Celle density csL Ires voisine do cello du Solcil 1,41* ce qui 
fail penser que Jupiter serait gazeux commc lo Solcil, liu tout cas 
la surface visible est Huide, puisque les parlies no lournent pas 
nvec la inline vitesse. O11 verrait d’uillcur.H quo la lempcralure do 
foimalion a dii attcindre 3 . 000 degres (it so oonserver a pen pres 
du memo ordre &. l’inidrieur. 

La pesanteur a l’dquateur csl denude, en premiere approximation 
par la formule (9)', n° 158 , el par ( 33 ), n° 162 , en se condo approx i- 
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ion. Eu designant par y la premiere de ces valours, on aura 



e eoeflirient do la parenthese, domic Patlraction a P< 5 qualeur, 
mie si la masse olail. condcnsde au centre sans rotation. II 
110 r, n= CVst scnsiblemenl la valeur donin^e par 

mintin ' . Elio donne 1:9 = 1 1 on premiere approximation, 
it remplnoant dans la premiere formula (a) 9 par sa valeur 
not* par la secoudo, ou <p, osi lo rapport de la force centrifuge 
pesanteur pour la Terre, et chassnnt le dfmominaieur y. on 
\ la fori mile 

3 

7- — ( 1 -f- r j y 1 v — -■ y 1 9 1 l,J “ ft- = o, 

l la vilesse de relation a Ptkpiateiir, par rapporL a cello de la 
re ( 3 (>) n° 1 04 , e'ost-a-dire le rapport i/\/\o : 5 po dn nombre 
ninnies, qui inesure les deux rotations, et<pi = 1 : a<S 8,36 pour 
or re. 

e iroisieme lerme, independanl de y, est alors egal a o ,885 g- 
r a 1 1, 1 \ . On on lire y — valeur oxnete, assez diiltf- 

r de eelle ile V I rm liftin'. 

hi en dediiil alors la valeur 9 - <>, < ><)7 1 r dont 1’inversc est 10. id). 

iHirail ([ue la \ ilos.se do rolalion soil 3 , :ao fois plus grande pour 
la force cenlrifiige lasso rquilibre a Pall rnol ion, sur Pequa- 

M'c a 1 1 , 1 }), valeur de Sampson, on aurnil y | - '>.,•>[ 

; 9 --- id, 1 \ valours assez pen diffe rentes. 

>e menu 1 la correction do seconde approxiina lion ( 33 ), n" 102 , 
Derail. cgalemeiit les valours plus precises, mais Ires voisines, 
is civs dans In suite* 

7 ■= 37 x', 9 -- o. ot|(j *>, 1:9.- 10, ’{(). 

1)1 . Verification des limites de Clairaut entre Paplatissement et 
apport de la force centrifuge et de l’attraction. Condensation 
trale prononc6e. — Les deux limites do Paplatissement donn<!*os 
Clairaut, dans le ens do faiblcs vitessos do rotation, corapl6t6os 
11* des vi tosses quelconqucs (n M 80 ), s’ecrivont et denment pour 
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Jupiter, 

( 4 ) 


A l 

:> 9 



? 




. 8 ,:; 


21 , 7 . 


La vaieur id observ<$e pour I’inversc tie Taplalissement, est pins 
pr6s de la limite 21,7 (cas de la condensation to late) quo do la 
limite 8,3 (cas de l’homog&i&ld). 

Pour la Terre, c’estle conlraire. L’invorsc do hq) la l issom on I . ayy 
est plus voisin de a 3 o (homog<$n6il.('<) quo de 077 (concentration 
totale). Le rapport des nombres observes avec les deux limilos, 
donne pour Jupiter et la Terre 


( 5 ) £ =i,8, 




■M)7 

230 


: *77 

*>.t jn 1 


V.) 4 - 


Oa voit que ces rapports sonl inverses pour cos <Joux ns Ires. La 
Terre est boaucoup plus voisine de rhomogdiidild i , 3 , quo de la 
concentration totale 1.9/fi alors que Jupiter esl, an conlraire plus 
voisin do la condensation totale i , 45 , que de I’bomogdndilc 1,8. 

La variable n de Radau, appelde le pavumelvede condensation 
par Gallandreau, conduit aux monies conclusions On a les rein- 
tious 


<«> ’-U — 




-’(-*) 


Avec la valour cp de deuxieme approximation et i ; e ^ 1 5 on 
obtient •/), =! ,620 on premiere approximation cl. 1 ,43<> en seconde 
pour Jupiter. Pour la Terre on avail oblenu o, finfi. La valour 
limite de n, d’apres ( 3 ), dans le cas d’une condensation totale, 
serait dgale H 3 . Dans le cas de Jupiter, rj di'ipasse la moitie de 
cetle vaieur, et seulemont le sixieme dans le cas do la Torre. 

Avec les denudes fl = 11,19 et y = , m a vj, = ,, 7 o 
etY)_i,oi. L’dcart est assoz faible. Tisserand avec ses denudes 
obtenait 1,59. M. Wavre trouverj = o,8Gpour 1 : e == i5, nombre 
environ deux fois trop faible (n<> 83 ). Figures plane taires. 


11 L. L’dquation de condition de Poincard appliqude & Jupiter, 
unites dtroites du rapport des moments d’inertie. — Nous no 
pouvons pas ici determiner lo rapport des moments d’inertie ot J 
par la precession, comme pour la Terre. Mais Laplace avail indiqud 
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d ( i j a quo la perturbation produilo par le renfloment equatorial de 
Jupiter, sm* le mouvement des satellites los plus rapproch^s, 
pourrall permetlre de dtHor miner la difference des moments 
d’inerlie, eL d*en deduirc son aplaUssomenl avec plus de precision 
memo quo par les observations direcles. 

En effel, la difference dos moments d’inerlie venire dans le 
coefficient du second tonne du developpemcnt du polentiel. 
D’npres le llidoreme de Stokes g^ndralisd 9<i n° 117 , ( 55 ), ce coeffi- 
cient est un invariant, qui no depend que de e et de 9 a la surface. 
Celle demonstration avail d6ja el6 faitc et la valeur donnde, 
(n° 159 ), (ip)", en premiere approximation, el on seconde approxi- 
mation par Gallandreaii, Darwin, Ilamy. On a 


( 7 ) 


J' = 


— a 

2 U 



a 




a est le rayon equatorial, y 1(‘ terme du a la deformation ellipso'i- 
dale. 

Laplace avail, deduil. J' des observations avec six cbifFres exacts 
J , = 0,02 i()n 1 3 ( 1/ er . . c.c.L, L. VfU, n w 23 ). (Nous if on conservons 
aclucllemenl c[iio Irois.) Du mouvemenl du qualrieme satellite il 
dfdnit. la masse (premier coefficient du de\ olopprmenl du polen- 
liel), puis 9 = 0,09.88 ol. 1 tfou yj = valours mi 

pou fa i files. 

beau roup [)lus Lard Adams don no J'-™ 0,021 (i( 5«3 et G. II. Dar- 
win en dtkluil 9 = o,oSi(i et 1:0— i(>,o2, en migligeant le tonne 
de correction en c-. 

En pronant la valour gt'mt'u'nlemenl recue actuellenienl , cello de 
Sampson adoptee par Andoyer, j'= 0,02227 cl In valour do 9 
calcult'io ci-<lessus, on on deduil. 1 : e 1= 14,2 en premiere approxi- 
mation ol 1 (i, 3 en seconde approximation, la valeur du tonne do 
correction clout 0,0091. * j!l valour probable observed, 10, lonibe 
outre les deux. G’esl la seconde valeur i(>, 3 , que I’on devrait 
observer si J' eta it exact. La precision dontn'm pour e par co calcul 
est la memo que cello tie J' d’apres (7). 

M. Wttvro avec les monies domutos et les formules d&luilos de 
sa nouvello mfithode (n° 84 ) obtient 1:17 en premiere approxi- 
mation et i : 1 5, 5 on seconde. II est regrettable que cette rutflhodc 
no lui nil pas permis d’nblenir la formula clnssiqun si simple (7) 
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qai donne e prcsque sans calcul au inoycn dc J' ol o, el qui dot I 
donner pour e une valeur plus pctilo on soconde approximation, 
done une valour plus grande do i l e. 

Cette valeur do J f (y) pent encore s’dcrire, on premiere approxi- 
mation, d’apres lc calcul des moments d’inertin el la transforma- 
tion do Radau (n° 135) 


(*) 



jC_ 3 l r 
M a- 5 0./ ? 


dtr 


J - 


^ i ■+- -a i 

lv 


I 



Apres avoir calculd e comine ei-dessus, la formule ( 8 ) pennel, 
d’ apres la valeur de J 7 , do calculer ,J, qui sera compris enl.ro deux 
limiles indiqudes (n os 130. 137). 

Pour la limite de Poincare, on pent prendre K - i . On eu 
deduit i : J = 1 5, 8 on J ~ o,o(>3/(. 

Pour la sccondc limite m (Verouncl. ) on a 


( 9 ) 


p l H- 7)1 

K 


I *+- 'f\ 





i 


.1 


l’ 7- 


Si Pon admel i : c = 1 5 , comme on a J <; a d'apres la limile de 
Callandreau (n° 125), cetle soconde limite no pent el re alteinle el 
Ton aura 

(10 ) i5 < { < i •). 8. J = (, 7 A • 

En sccondc approximation, dans ( 8 ), on in trod ui rail les mdmes 
lermos dc correction que dans le calcul de Fdquntion de condition 
de Poincard (n° 152). 


193. La formule de Clairaut ne permet pas d’expliquer Paplatis- 
sement de Jupiter par la formule des densitds de Roche, Lips- 
chitz, etc. Necessity d’un noyau condense. — La formule de 
Clairaut, qui relic od- cl e, abootil a la formule de Hennessy 
(n°127), ddja indiqudo par Laplace, ot qui rnontre que Faplalis- 
sementeest proportionncl a <p et no ddpend on outre quo do la 
loi dCs densitds. Pour unc memo loi do variation de la d ansi id 
interne, Ie rapport, cp ; e scrail le memo. 

Lc rapport des valeurs de cp pour Jupiter el la Terre (Haul 1 * 7 , 8 , 
il faudrait, dans cc cas, quo lc rapport do lours apla lissom enls soil 
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le memo, c’esl-a-dire que Ton ait i : e — pour la Terre. II 
landrail, done que la loi de Lipschitz puisse donner cetle valour 
pour la Terre, pour pouvoir donner i : c? = 1 5 pour Jupiter. 

Los calouls num^riques du ChapiLre XIV, (n° 172), lnontrcnl 
(|ue la formule de Lipschitz donne un maximum de 35o pour le 
cas limile* dhme density nulle, et par consequent nc permcL pas 
d’aUcindre la Umito ci-dessus. Callandreau avail deja monlrd le 
premier que cette loi, cependant tr6s large avec deux paramglres, 
no permettait pas d’cxpliqtier Paplalissement de Jupiter. 

Au conlraire, la premiere formule de Ldvy (n° 176), qui com- 
prend un paramelre de plus, pcrmel d’atteindre i : e ~ /\zg pour 
oc i et 3()<S poiira = o,y. On en deduit qu'cllc donne I’aplatis- 
semonl i : e = 1 5 pour Jupiter avec a = o,<)(ii, ce qui donne une 
densilo centrale egale a i>, 23 el une density siiperficielle de o,ou8/[, 
soil (i Ibis (‘l demi plus grande quo Pair. Cetle formule donnerait 
au maximum i5,4 pour Jupiler, avec a™ i, c’esl-a-dire uuc d en- 
sile superlicielle null*?. 

Avec la secondo formule de Levy, on oluicnt i ; e = 4*>° pour 
y : : o,() el 4 2 3 pour y. = o,tt ? Paplal issement sera i \ i f> pour 

a =(» f 7«-1, p» = pi = (, < t >• 

La densilo superlicielle so rail seulcmenl ion Ibis cello de Pair, 
le Imitieine de cello do Pe.au. Cello formule donne un maxiimim 
I : o - - 17,2. 

Ces deux forum les donnenl un point d' inflexion pour la courbe 
representative des densities de la surface au centre. La donsito 
presenlorail on ce point une varialion maximum, cjni sdparernil 
nel lemon l une zone superlicielle do laihle donsito, (Yun noyau 
central plus condense. Celle condensation esl mallu'unatique- 
inciil nece.ssnire pour expliquer la grandeur de PaplaLissomcnl de 
Jupiter. Cello oourbe des dcusilos avec poinL d’inlloxinn et noyau 
central esl. pibcist'jmonl donnric par une masse gazeuza . f/ui suit 
la loi des gctz reels. 

HH. La formule de Clair aut-d’ Alembert ne permet d’expliquer 
Paplatissement de Jupiter avec aucune loi de density. — La formule 
pr<ic6dente de Clairaut ddlcrininait Paplatissmmmt cn function sen* 
lenient de cp, o’esl-a-dire do la relation ol do Pattraction. La formule 



272 FIGURES D’^QUIUBRE D’UNE MASSE HETEROGIjINE EN ROTATION. 

de Glairaul-d’ Alembert (it)) , n° 124. fail iulervcnir en outre la 
valour de J el des momonls d’inerlie. Elle introduira done de 
nouvelles conditions restriclives. 

La loi de Lipschiu. donl colic de l'toclm n’esl qu’un oas parti- 
culier, domic, pour le calcul de ceile fonnule (5) (n° 170) 


00 


p"=s J ( 


p = p«(l — «/•"). 


* _L_\ 

:i it h- / ’ 


Le minimum de la parcntlicsc en £ esi. i pour t :- <> el. le 

. 3 

maximum ^pour £ = 3, el n = o. En coiuparanl cello valour de J' 
avec ceile donnde par (8). on pourra derire pour res <lnu\ limilrs 


( 12 ) 


iL . '\ x z Ll - h Hi ■ i v 1 ~ h y » i s 

2') Iv ' » , * k ‘ ft 


En inlroduisanl cnsuilo les deux limiles de K. (<)), on a 


(i3) 


I < V I ■+“ T| / 


I -h Tj 


I 

1 4- - 
a 



H 


Or les valours des deux expressions en y} soul, pour Jupiter i ,6 :>, 
el i,68 el loules deux plus grandes quo Elies ne peuvenl. ron- 

venir pour aucune valour des paramelres de la loi de Lipschiu. 
Avec la loi de Levy (n° 17(>), (i i), n r = a on ohlionl 


04) 


3, t± 

5 J D,’ 


D t = p 0 ^ 

7 / loo 

'j= po 1“~ 

\ /H- 


r»q 

n 4~ 3 
•>a* 


■>, // -h :» / 


3/1 ■ 




Ln remplaQant D i etFj par ces valours dans cello Aquation do 
Clairaui-d 1 Alembert (i4) on oluionl une Equation du second degrr 
on a pour determiner ce para metre on fonction do //. Or pour la 
valour liniilc /£ = o, ceile equation limile so rAduil, conuno on le 
voit, imniAdia lenient , a 

^ Vj ) (| J — J ') («•! — 2 « + 1) = o 


(a = l). 
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On obl.ienl la raeine limile « = 1 , car ^ J > . 1 '. Pour 11 > o, ol 

les valours connues do J ol J', on a loujours des solutions a > 1 , 
([ii i no poll von l coiivenir. 

Pour In dcuxieme forme de la loi de Levy, «'> 3 , on aurait 
encore ol = 1 pour 11 o ol ol 1 pour n^> o. Auoune des formes 
do la loi do Levy no pen l douncr de solulion. 

On pen l enlin considrircr coniine une loi de densite limite celle 
([ui domic la secoude limiLe de la condition do Poincarti', c’esl- 
a-dire I’liypolhose 011 la function 75 de Radan, qui doit 6 Ire d 6 crois- 
snnie de la surface an centre, resterait eousLanle & Finldrieur de 
1 ’aslre. Hilo donuorait une loi exponcntielle des aplatissements 


(if>) 


rr 

•r, — ■- r |lt 


t V fir 

7 r " ~ 


— r , r f i * . 


La condition *0 constant, on r/ == o, porl.ee dans IMqualion difle- 
rentielle de ( Ilairaul-lladau. domic la valour de £ on function de n, 
et. qui est done missi const, ante. On en ddduit de memo une loi 
exponoutielle des deusitAs 


( ifi i‘ 




r\y 


1>|'- 




Oes expressions, portces dans les trois fonnules fondamculales 
(n" 121), doiinenl. les trois valours de Paplatissemenl corres- 
pondant. La loi de (Jairaul-d ’Alembert, la plus simple', domic 
alors, im remplaeant. £ par sa valour enrj 


( 17 ) 


J 


■» — S 


^ .1 - - .1 


I 

- V. 


C’est. prdcisdnenl Pexpression (9), cpiia domd 1 : J --= 1 4 - 7? valour 
inaeceptahlo, car elle esl. plus petite quo 1 : e — in. 

Ainsi don<‘, memo cello loi limile el exponent idle, a conden- 
sation exlrdnemeiil, rapido, lie pout pas fairo I’accord on Ire los 
valours de e, 9 el J. Aucuue loi de densite no le pent. 

195 . N6cessite d’admettre des vitesses de rotation plus grandes 
vers la surface qu’a l’int&rieur de 1’astre. — La forinulo de Cdairaul 
ne pouvait oxpiiquer Paplalissomunt de Jupiter qu’on admeltantun 


IV (If). 


18 
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noyau interne avec condensation pronoiicde (n° 193). Cola no 
suffit plus avec la formule de Glairaul-d’Alembort en cp ot J. Cola 
lient a ce quo la valour de J, determiuee par la condition de Poin- 
care (n° 192), a donnd pour J une valour boaucoup trop voisino 
de e. 11 faul done rejetor Fhypothese de Glairaul, la sen lo sur 
laquellc esl appuy^e la condition de Poincare, indepondanle do 
toule loi de d ensiles. 

Cette hypolhese de Glairaul admel que la planete lourne toul 
d’une piece et dans la transformation de Radnu ( n" 135). on a 
introduit la valour de rr/, lir6e do liquation do Clairaui-Rndau, 
6tablic dans Phypolhesc d’une vitosse de rotation uniforme. 

En reprenant ce calcul a la formule (y) (n° 121), sans la ire 
ofa) 2 — o et en d<5rivant deux fois, on obtiondra dans (i u), n" 122, 
un nouveau termc, qui, transport^ dans liquation do Glairanl- 
Radau (n° 132). for in era le second rnembro de la formule (\) du 
m^me chapitro 


(i8 ) /-Tj'-h irj('rj -+- 5 J — a £(rj + i) = 7, 


? r(w* )"-h Or (to* y 

r. to - 


Getle valeur de nrj', port6e dans la transformation do Radau. 
n° 135, donnera, pour liquation do condition do Poiucar^ (8), 

n° 192, une expression ou K sera roniplacd par i-\- 1 a an lieu 
de i. 

En laisant a— i dans cetle expression, on oblionl l : J = 
Preiions ensuite pour les vitosscs de rotation internes une 
formule analogue a celle de Lipschilz et Roche pour les densiles, 
on aura en faisant /* = i dans er, valeur a la surface, 


(ig) w-=wg(n- y /•«) 


9 ynfO n — 5 ) 
e i -+* y ’ 


En faisanLo- = i on obtient y = o, ooya pour/i = 4 ely- :o T ooi.’> 
pour 7i= io. La difference des vi losses de rotation de la surface an 

centre serait egale a i y. Dans le dernier cas n = io la variation 

relative de la vilesse de rotation serait io fois plus rapide que la 
variation en profondeur. A une profondcur de 7 i kni ou 0,001 du 
rayon I’ticart de vitesse serait diminu6 d6ja de 0,01 . 

Cette valeur de J porLcc dans (11) donne la densile cor respun- 
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danl a la formula de Glaimut-d’AIembort cl a la loi do Lipschilz 
( »<n * = o ,(»{8 (n -h 5 ) ' • 3 x o. 648 = 3 , i> 4 , 

( lotto valour cst encore trop grande car £ < 3 . Aucimo valeur do 
la loi do Lipschitz no peuL encore convcnir. II faudrail l :J> 19.4 
pour fa ire l’aeeord cl a > 1 . 

Aver la forinulc do Ldvv, (i 4 ), u" ' 11 H, on oblienl oz = o,() 5 i 
poor n = a , el. a = 0,967 jiour /i = 1 ? valours qui donncnl la loi do 
d ensile, el la loi dos vilesscs de rolnliou (19), cadranl avec les 
valours do c, o» ol J. 

II y a done accord a condilion d’admeLLre d la fain une conden- 
sation cenlralo as.se/, prononede el des vilesscs de rotation plus 
grandcs a la surface qu’ii I’intdrieur de l’nslro. La dillerence de 
vilesscs observer a la surface conduit deja a adincllre d’ailleurs, 
([lie cos vitesses croissent dgalemcnt on profondeur. 

l(M). Saturne. L’apiatissement oberve ne concorde pas avec les 
autres donnees. — Les donuees relatives a cetle planele, sent 
iudiqueos ainsi dans V Annuaire 

a ==(). j; r* = l : id; M = ()*».»>: I> — 0.7; 7 1 , o(> ; «i t| h , 

Sampson domic pour la vilosse de rotation a l’dqiialcur l o 1 ' 1 4 111 . 

Cos \ a lours domicil t y, = 1 . 078 n° 190 , valour voisino de ceile 
donneo par V Annuaire. Los formulas (a) cl ( 3 ), n° 190 , donnenl 
cusuilc pour valour de In pesantenr a I’cquulcur on premicro 
approximation y = 0,798 «\ puis en seconde approximation 0,840*"'. 
Cos valours soul loop differenles pour qu’on puisse proeftder 
eonunc pour Jupiter. On a cnlculc alors les valours du premier 
mom bre do ( 3 ), n n 190 , avec le tonne do cornu: lion, pour des 
valours rdgulioremeiil espaedes do y. O11 irouve alors la solu- 
lion y o , 8 ().'>. pour a = \ : io. Comme la valeur do e, denude 
par les observations, esl pen sure, on a fail les calculs dgnlemenl. 
pour 1:0 = 9, co qui domic y = o, 870 g el, pour 1 : e = 1 1 , qui 
domic y = o, 8fio. 

On on ddduil, pour ees irois valeurs de e 7 les valours correspon- 
dantes do <p, de p de n cl de In limile « + 1 (pour 3 valours dilTd- 
rentos do m ddfinios plus loin) : 
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1 : e . . 

1 : <p. 

<p:e. 

V 

*0. 

- -I- r . 

— 

— 

9 

4,60 

i,9 c 

M9 

M7 

iu, 20 

10,80 

9,7° 

10 

4,53 

2,21 

3,52 

3,25 

10, of) 

10,1)1) 

9 ,S< 

11 

4,47 

2,46 

4 , is 

3,93 

9.94 

10, 5 « 

9,44 


Pour 1 ’aplaLisscmenl i : c? = 9 on a 9 = 4 5 6o. 11 suffirait quo 
Satnrne tourne seulemcnl .2, 1 4 fois plus vile pour quo la force con- 
trifuge ikpiilibre la pesanteur a l’equalcur. L’nplalisscinoul sorait 
egal a i/ 3 , Lrois fois plus grand seulomonl qu’acluellemonl, 
cl’ a pres la figure limile do Roche. Eu premiere approximaliou 
on aurail ?\ = 1,09. 

On voit que la valour den, parametrc do condensation, esl, pour 
toutes les valours do e, boaucoup plus grande quo pour la Terri? el 
memo pour Jupiter. Tisserand avec les valours qu’il avail adoptees 
trouvc pour 7 7 la memo valour quo pour Jupiter. Callandreau a 
monlre que celte valour dt^passail probablemenl 3 . qui esl sn limile 
supdrieure, mais seulemcnl dans Phypolliesc do laiblos vilesses de 
rotation, comme pour la Torre. M. Wavre, avec sa melhode assez 
compliqude, Lrouvo pour les valours dc yj (qui si? caleulcnl si sim- 
plemenl a partir dos donmies) des nombres compris enlre 1,00 cl 
1 , 33 pour 1 : e compris entre 9 ot 1 0, n° 83 . Cos nombres soul [ires 
de Lrois fois Irop petits. 

Pour les inverses do 1 ’aplalisscmenl, (' l gaux a 10 el 11(2° el 
3 1 ‘ ligne) v) est neilemonl supih’icure a la limile 3 , donm'ii? par ((> ). 
Geci ne suffirailpas pour exclure les aplalissemenls 1 : 10 ct 1 : 1 1 , 
car, pour les grandes vilesses el les grandes concentrations, la 
limite de Glairaul 1 : e = a : cp doit <Hre remplaciH? par -■ + 1 , dans 
la valour de n(6) en y faisant cp = 1 , co qui donne la limile plus 
large *o = n° 80 . 

Pour n’importe quelle approximation, n’imporle quelles vilesses 
de rotation 01 n’importe quelle concentration, e’esl celte limite de 
Clairaut (Uargic - -Hi qu’il foul considiirer. Les nombres corros- 
pondants, pour la vitesse de rotation de soul indiqmSs dans 

la sixi^me colonno du tableau ci-dessus. 11s doivcnl iHre supdriours 
a 1 : e, premiere colonne. On voit que l’aplatissemenl t : 9 roulre 
dans les limites voulues, 1 : 1 1 la dtfpasse. La valour 1:10 esl tres 
pres de cette limile. Pour qu’clle convienne, il faul. adrneilrc quo 
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la masse do SaLuruc eslassez concentric pour que la density super- 
Gcielle soil nEgligeable, cl quo 1 c noyau central eslassez Eloigne de 
la surface pour qu’il puisse Etre consider (5 commc sphErique par 
rapport a cetle surface. La scale valeur acceptable pour l’apla- 
tissement serai I. 1 : 9, on admetlant que <p soil donnE avec assez de 
precision ot a = 9,4* 

Si on prend comme vitosso de rotation io h i 4 ra (Sampson), (pest 
augmonlE do 0,01 3 ct on obtient les nombres de Favanl-derniere 
colonne. Les aplatisscments 1 : 9 el 1 : io seraient tous deux accep- 
tables, ct 1 : 1 1 to 11 jours a rejeter. 

En modilianl la valour do <p dela mEme quantitE en sens inverse, 
derniere colonne, la valeur 1 : 9 est seule acceptable. 

La presence de l’anneau, qui joue lc role d’un renflement Equa- 
torial Enorme, et lo pen de prEcison de ^Evaluation de sa masse, 
no permet pas de dEterminer la difference des moments d’inerlic 
de la planete, comme pour Jupiter. On no pent pas uLiliscr la con- 
dition do Poincare, ni la formule de Clairaul-d’Alembert, qui 
renfernienl J. 

La formule de Clairaul prise louLe seule permet d’acceiUuer 
pour Salurne les conclusions failes pour Jupiter, d" 193 . Les 
valours tres considErablos IrouvEes ci-dessus pour y/ monlrent a 
quel point la concentration doit y Eire considerable, beaucoup 
plus aecenluEe mniKjqm 1 pour Jupiter. Deplus la valour de <p pour 
SaLuruc est 6 /\ fois plus grande que pour la Terre. O11 vorrail, 
comme pour Jupiter, que la loi de Lipschitz et Roche ne peuL 
cxpiiqucr son apIaLissement. 11 en serai l <le memo pour la loi de 
LEvy, malgrE l’inflcxion des densitEs et la forte concentration 
qu’elle permet. d’introduire. 

La encore, pour fairc Pnccurd il faut inlroduire, outre line forte 
concentration, des vitesses de rotation plus grandes dans la zone 
supcrficiclle que dans le noyau iiiLEriour. Ces vitesses plus grandes 
s'expliqucraienl par la chute plus tardive des Elements, qui out 
formE les couches suporficiellos, ct 1 ’anneau lui-mEme. Ces 
vitesses n’nuraicnl pas eu le temps de s’Egaliser par frollement on 
milieu gazeux. 

197 . Conditions mecaniques de la formation de Panneau de 
Saturne. — Maxwel a dEinontrE que FEquilibre niEcaniquo de ceL 
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anneau no pouvait pas subsisler s’il elail solide 011 liquide. On 
admetqu’ilest compost) do portion les solidus separees, nssez pelil.es, 
analogues aux elements. qui constituent les (pomelos, bolides el 
(Hoiles lilantcs. Ghacune d’cllcs so imml indopoudnnnnenl, (Tun 
niouvomenl kepldrien, nulour du centre do la pluueLe. 

Kant, puis Laplace, ont cxpliquri la formation de relnnnrau, par 
Faugmentaiion de la force centrifuge., dans la contraction do la 
plane to par le refroidissemeiil, jusqu’a egaler Pall morion. l/elude 
maththiiatique el. mecaniquo a ole laile par lloche. On penl 
preciser les conditions de cetle fonunlion d’npres les conclusions 
des chapitrcs pr6c6denls tie cel ouvrage. 

Si Ton a une masse homogene, eu relation uuiforme, <|tii se 
contractu ind^fininient, elle s’aplalildgalcmcnl. imlelinimentel prend 
finalement la forme <Pim disque, on la force centrifuge arrive 
a Egaler l’atlrnclion partont on memo temps. 

Dans le cas (Pune masse hrlrrogene, egalemenl en rntaliou uni- 
forme, il arrivernit 1111 moment on la force centrifuge 6gnlcrait 
Fatlraction a lYqualeur, on un anneau eommeneerait a so former 
(figure de Hoc lie, Ghap, VII), mu is le pltcnomoho so ronlinuorail 
jusqu’au centre, sans solution d(* conliinulo. On a])nutirail encore 
a un disque plat, ou la densil.e el la vilesse do relation sernieul 
variables, du herd exlerieur an centre, an lieu dYirc les mdines 
par to ul;. 

Pour expliquer la separation de I'anneaii, il faut de loule ndres- 
site doinior aux 6l6monts qui Pont forint une vilesse plus grande 

quo cello do Fenseiuble, e’est la conclusion a laqnclle nous sum 

d(^ja arrives ponr les 616 in outs superlioiels de Jupiter el. de Salome. 
On peul expliquer cetle vilesse plus grande par la chute (ardivede 
la matierc qui a forme res pianolas, l<‘ frottemtMitn’ayanl pas encore 
eu le temps tPegaliser ces vi losses. 

La contraction par refroidissement permel. aussi d expliquer res 
vi Losses siiperficiellos plus grandes. En eHet It*, moment ciniHiquo 
f* de chaque panic de la masse res tern il invariable, Considdrons 
alors une masse m = t, situee a In d is in nee r, la vilesse do rotnlion 
6lant on aura 

( !?I) i-t = to /’* = const., 15(0 srs — •>. (,) 2i’. 

r 

Si la contraction est uniforme 8v as l, pvoporlionnulle a r el la 
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vuriulicm <3cn de la vilos.se do rotation esl.ln nifsino parlout. La vitesse 
de rolalion resle uniforme. 

iVfais la <*0111 raelion par refroidissomenl sera no implement plus 
grande a la surface, dr el So) y seront plus grands qu’a Fint^rieur. 
( lepcndanl la varialion tie ee.s vi losses a parlir de la surface se 
serail faile tFuuc fa con progressive 13 L continue, el il n’y aurail pas 
on separalion nolle dt i I’anneau el de la planele. 

Coiisiddroiis en ellel une masse supcrficielie quelconque, qui se 
lrou\e < i n equilihre pour une vilesse de rolalion «. M elanl la masse 
loiale el t'i sou raum, on a 

< 1 to 3 /*, = 'tpr > = /M/'i • 


Si l*on dosignc par Sr IVipaisseur de ce lie rouelie a IVqualeur, 
par /jl le momenl eineiiquo ties parlies infirieures de eel le con cht*, 
par /*' la valour tin rayon \eeleur ou cos parlies irnuv emnl lour 
\ilesse tret|uilil)rt‘, on aura 


(VJi 


u- (.)-( /’i — 0/* )'• 


/* iM 


/ M 


/’1 1 


Ainsi done si une bande d’epaisseur di\ de vile.vso o> s esl separre 
a ia surface tie Salome tT 11 in* lacon (|uelt‘out| uo, elle aura forme 
1111 iimicaii depaisseur f\ r)/*, \ fois plus grant 1 0. que son epaisseur 
propre. Si la vitesse allailen decroissanl avec la profondeur, (‘oinme 
eela a el.e elabli ci-dossiis, la dispersion aurail encore el.e plus 
grande. Si la dt'icroissance tie vilesse avail el.e coniiniu 1 , il v aurail 
eu neeessairemenl formation (*onlinut‘ de Fanneau, j usque stir 
Fequaleur de la planele, les haudes empietanl les imos sur les 
aulres, 

II fa 11 1 done admellre que la maliere tpii a forinti ranneau avail, 
au moment, dt* la formation de celui-c.i, une vilesse nellemenl supt' 1 - 
rieure a colic de Falmosphere de la planele dans lequel elle elail 
plongee, el qiii a roiitiliLuri une discontinuity l)ien marquee, 
ju.stpi’a la separalion complete dtis deux, par la condensation tie 
colie almosphere. 

On esl eonduil a adiuellre qu’a Forigine de Salurnc uu des 
elements conslilutifs da sysleme, lamboan materiel analogue a une 
grossc eomele ou a nil satellite i*approcli6, ail p<5n.<Hre dansFulmo- 
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sphere int^rieure do la planete en formation. La resistance du milieu 
a bris6 la masse en fragments, a rendu les orbites circulaires 
et disperse ces orbites en anneaux. 

La resistance de cc milieu n’a paspu durerlonglemps, autrement 
toute la masse, qui a forme I’anneau serait tomb6e a la surface de 
la planete, s’y serait incorporee, en perdu nl assez de vitesse pour 
ne plus pouvoir se libtirer de Taltraction. On on conclura quo la 
vitesse de formation des planetes a du 6 i re Ires grande et lour 
condensation ires rapide. 

Les rayons extremes des anneaux sont tfgaux a :> M af> et i,/(8 du 
rayon de la planete. LYpaisseur est done tfgalc a 0,77, dont le 
quart est 0,19. II s’ensuit d’apres le calcul ci-dessus quo la inali&re 
qui l’a conslitu^ avail primitivement unc Apaissour infdrieuro 
au t/5 du rayon de la planete. 

Malgr6la discontinuity de vitesses enlro la matiere de ranneau 
et cellc de Fatmosphere, il y a du avoir entrainement de rune par 
Fautrc, avee des vitesses inlcrmodiuircs, qui onl du remplir Finler- 
valle entreles anneaux el la planele d’mio matiere dilfiise trop pen 
dense pour elre visible; Ce doit etre 1111 lambeau do cello malioro 
qui tombant sur la surface de la planete, y produisil la tar.hr 
blanche d’aout iq33. LYclat indiquail line temperature sup<'*rieuro 
a celle de la surface, Fexlcnsion de la tache en avant moutrait cpio 
la vitesse de sa matiere 6tait superieure a celle de la surface. 

Ce sont des chutes de matieres analogues, soil originellos, soil 
plus rdcenles, qui permeltenl dYxpliquer pour Jupiter, Salurneel 
pour le Soleil, les vitesses plus grnndes a la surface el a lYquuleur. 
II y a permanence tres longue de ces vitesses. Legalisation des 
vitesses sur des tfpaisscurs de plusieurs kilometres, dans uno masse 
gazeuse, demanderait des millions d’anndos d’apres los calculs de 
lord Kelvin, 

Remarque /. — Recemmenl J. II. Jeans aimoncail au mnnde 
que la Luno allait se casser on deux, puis en /[> 8, id inor- 
ceaux, etc, de maniere 5 . constituer a u lour de la Terre un nnneau 
analogue a celui de Salurne, dont il expliquail d’aillcurs Forigine do 
la mgtne fagon. Jeffreys, un autre savant anglais, a precise ensuilo 
que ce phenomena n’aurait pas lieu avant So milliards d’amn'ies. 
Or c’esl Roche, qui avail calculc le premier, il y a pres de 100 ans, 
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la possibility du fraelionnemcnl d J im astro on deux, on passant 
assoz pros (Tim autre qui atliro davantago la par tie tournde vers 
lui quo I’autre. Le ph6noni6ne a die constatd dans le fractionne- 
ment do la comete cle Bidla. Le calcul sfapplique parfaitement aux 
oometes, dont le noyau est probablemcnl forme de morceaux 
solides, analogues aux bolides, plus ou moins gros, mais non 
sondes outre eux. L 3 our la Lune, il faudrait tenir coftipte de la 
cohesion dcs malaria ux solides. 

De plus, eomiric on l’a vu au n° 183, Je ralentissement de la 
rotation de la Terre par le freinage du aux marees, fait que la 
Lune s’doigne de la Terre, pour conserver la conslance des 
moments de rotation. Elio no trouvcra done pas dans I’avenir 
les conditions favorables pour se transformer enanneau. De plus 
J. II. J cans lui-m&me, a la suite de Darwin, admetlail que la Terre 
avail, pu se fraclionner en deux a Porigine, pour donner naissance 
a la Lune, qui sc serail ensuite doigne' k e d’clle progressivcment. 
Mais alors, desl des le ddbul que la Lune se scrait trouvee dans 
les conditions favorables a une ddsagregation en anneau. Dc plus 
les aimeaux de Laplace n’auraicnl jamais j >u former de satellites 
on de pinnules. C’est le contraire qui aiirnit du arriver ot les 
aaneaux seraieut partoulla regie. Lnfm les satellites de Mars sonl 
benueoup plus pres et peul-elre dans la zone dnngercu.se. 

Jirmn/yiH* //. — Le phenomena, analogue a celui indique plus 
haut. de la chute progressive d’une planete sur son tkoile cent rale 
perinet dVxpliquer de inline Ions les pluhiomenes pr^sentAs par 
les etoiles nouvelles : frequence bcaucoup plus grande (pie par le 
choc de deux doiles, augmentation rnpide cle Pedal, diminution 
plus lento, etc. 

LYdevation brusque de la. temperature superlicielle de Peloile 
a ioooo ou aoooo degrees suflit pour expliquer Vapparence 
explosive dcs (Uoiles nouvelles, tout en ('itant un ph^ncmene pure- 
mont superliciel. Les phynomenes radioactifs sonl Ires lents et no 
concernent quo dcs atonies individuels. II en serait de mdme des 
autres decompositions atomiquos, qui sonl en outre complete- 
ment hypotheliqucs. Enfin le calcul monlro que si 1c Soleil tout 
enlier <'»tail en melinite solide faisant explosion, il se contract erait 
au lieu dc so dilaler, enaltoignant line tern p6rn lure de 3uoo deg r 6s 
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au plus au lien do 6000. Memo a la surface, il n’y an mil, pas do 
projections gazcuses de Pordre de ses prolul)6raiicos ordinaire* 
(Alex. Viiironnet, Constitution at a volution dr VUnis'rvs, 
Chap. X, ii"* 942 ). 


198 . Le Soleil. Conditions mecaniques et physiques de la for- 
mation def taches. — Comme pour Jupiter el Saliirne, I os di lie- 
rents paralleles de la surface du Soleil no lotirnenl. pas avec la 
la mdmc vilesse. La loi de Carrington, modilidu par Faye, pool 
s’ecrire 


(a/j) 


to = co n ( x — a sin - X), Mp = (•),.( 1 — a ), 


et & p soul les vitesses de rotation a l’dqiialour et aux poles, X In 
latitude, a un coefficient cpii. d^finil les variations de w. 

La thf'orie de Faye, rPapres laquelle les laches seraienl dues a 
dos mouvements lourbillonuaires on profoudeur, n’osl. plus guere 
conlesleo, Si la vilesse de rota I ion el a i I pari out Ja memo, il ivy 
aurail pus de lourbillon. Designons done par < 3 r») Lexers de rota I ion 
par rapport a oj,, et par e la vitesse variable corrospoudnnte, on a 


(25) 3to = to — 10 ^ = fuo ( . cos 4 X, r = rnio = a to,, II cos 3 X. 

Si une cause quelconque, frolLement, pressiou de la chromo- 
sphere. solidarise (*11 un point les elements superliciols, il so pro- 
duira un lourbillon donL Ja vitesse de rotation w sera dMiuie par In 
rnoiti^ du rolntionncl de la vitesse variable r, on tie la derivee prise 
liorizontalemenl, suivantun inerid ien 


(26) 


<h 

" ,== d( K X) ~ 


'Same cos - X sin X. 


La formation des tourbillous el. des taches esl nolle, w .. o, 
a Pequateur et aux pdles. Elio serait maximum a une lalilmle 
de 35 °. G’est ce quo montrent les observations, sauf que oe 
maximum ost en r6alil6 plus pres de l’tiquateur, mais la latitude 
depend aussi des causes qui provoquent la formation des 
tourbillons. 

Ces causes resident probablemenl dans l’abuissciueul. et la 
contraction p6riodique des couches do la chromosphere, jusqu’au 
niveau de la photosphere.: T 1 doit y .. avoir comme une pulsation 
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analogue a cello des Cepheides, ay ant, la menu* periode quo los 
laches el. qui serai 1. la cause ileterminanLc. Les observe Lions de 
Halle font remonlcr on ellelles phenomenes magnetiques des Laches 
j usque dans la chromosphere. 

D’auire pari, on sail quo le rayoimement sola ire s’accompagne 
d’une emission dVdeclrons, en parlieulier par les facules plus 
ehaudes. GoUe emission ne pent pas se coul inner indelinimenl, car 
la charge Aleclrique produilc doil freiner, puis arrcler cello 
Emission pour lui subsLituur line Amission egaled’ions posilifs. Tl y 
aurail ninsi aliernalivomonl refoulement des electrons on des ions 
posilifs. vers I’exleriour mi vers la photosphere, avee refoulement 
conseculif des gaz de la chromosphere. 

Celle pulsation elect rique permet d’expliquer cgalemcnl les 
phenomenes magnetiques des laches. Dans une premiere periode 
de ii ans des laches, il y aura rayoimement maximum de chalcur 
el d'elec Irons, predominance des ions posilifs vers la photosphere, 
qui donnenl an mouvemonl. lourhillonnaire ties laches une corlaine 
polurilA m ague tiq lie. Dans la periode snivanle do i i ans. il y aura 
emission maximum (Tious posilifs, predominaneo des electrons v(*rs 
la photosphere, la polarilA magnetique <h*s laches sera inversee, 
comma le nionlrenl les observations. De plus nolle polarilo sera 
loujours inverse dans les deux hemispheres du Soleil, car h* sens 
du mniivcmcnl tmirhillonnaire ) osl. renversf*. 

Enlin le lonrhillon de hi lac he s’enfonec cl s’amincit dans [a 
masse, en rencontranl dos couches donl la rotation esl meins rapide. 
11 s’incurve done vers Farriere el il pourra reparnilre a la surface 
en formant line uouvelle lach(», compagnon de la premiere, dont la 
rotation el la polarisation inagmHiqiio soul inversecs, comme on 
I'ohserve. 

Si la Incite e*l. assez imporlunlo el assez largo, son lonrhillon 
dcseemlanl pen al.teindre la surface du noyau central, deja signals 
dans Jupiter el Salurne, ou il y aurail accroisscmi*nl brusque de 
la densile formant obstacle a la penetration el for caul la tache a 
s’elaler sur sa surface, en formant im enlonnoir Ires net, comim* 
nous le revelonl les observations. 



BIBLIOGRAPHY 


Outrages el Ate moires principmu\ 

A. Claim ADTj Theorie de la figure do la Terre, 17 ^. 

P. Laplace, Traii& de Mvcanique celeste, 1 700* 

G. P. Aimy, Figure of the Earth , Londres, iH.'IS. 

E. Rogue, Me moire sur la figure (Tune masse fi aide snamise d t 'a f traction 
d’un point eloigne . Acad, de Montpellier, nS-fo, iNh. Annnles < I <• 1’Ohs. de 
Paris, t. 5. 

M. IIamy, Etude sur la figure des corps celestes. Ann. de Pnlis. de Paris, 
1. 19 , 1SS9. 

Callanrhkau, Sur la figures des pi a net. os. Ann.de I’Ohs. de Paris, 1 . ID, iNHg. 

Tisserand, Traile de Meat nit] no celeste, L. ‘L 

G. II. Darwin, Scientific papers, t. 2. Mnnlly Noliees, l. HO (upm) el Scion 
tific Papers, 1 . 3, n° 7. 

F. R. Hklmeut, Hokerre Geoddsie, Leipzig, L. ‘J, iSS/|. 

H. PoingarA, Figures d’equiltbre (Cane masse, fiiiidc, iqo*. 

II. Poincare, Lecntis stir les hypotheses e.osmogonii/ue.s, Hermann, i»|i *. 

P. Appkll, Les figures d'equilibre d'utie masse lit/uide homo gene on rotation . 
Traile de meoanique ralionnelle, I. \, Case. 1 (upm). .1 eta mat hematiea L 1 « »• ‘» ). 

Liapounofi 1 ', Figures d'unc masse heterogene en rotation, nir,». 

LucPigaiit, Sur la rotation d'un corps variable, Memnires de I’l >liKerval«»ire 
dc Bordeaux, t. 7. 

Alex. Vkronnet, Potation de TeUipsoide heterogene et figure e.vaete de In 
Terre, Tiifcsc. Journal <lo MaUunnatiqucs puron «L appliqin'sen, n|i:». 

Alex. Vkronnet, La forme de la Terre, Hermann, 

Alex. Vkronnet, Les figures d'dquilibre el la cosmogonic, < ’.oiled ion Yillni, 
19 : 26 , GauLliier-Villars. 

Alex. Vkronnet, Constitution el evolution de Tffnivers , Duin, nidi. 

J. H. Jeans, Problems of Cosmogony , njua. 

R. Wavrk, Figures planelaires el geodesic, Gautier-Villars, i«).T», 

Dive, Rotations internes des astres Jluides , These, ir|3u. 

Les autres Iravaux sent indiques dans les eliapitres relatifs a la question njip- 
ciale qui y esl Ira i tee. 



(hlAlWlB 1. 

Etude historiquc des travaux ci des resultats . 


1 . die/. les anoiens 

2. Au Moyen Age 

3. Newton ct Cassini. Lcs premiers disaccords scientifiques 

4. La mission geodcsique du Perou el les calculs de Clairaut 

5. Premiers resultats precis de la geodesic et du pendule. Bessel, Clarke, 

Faye : 

(1. La limile de Poincare. Nouveaux disaccords 

7. Nouveaux travaux geodesiques. Hcliuert, Hayfonl. L’isosLasie 

8. Travaux rccents. La sceonde limile de l’aplntissement 

0. P. Appell. Heprisc du prol>l£mo general 

10. Lo problcmc dc revolution el la cosmogonic 

11. Les deux limit.es de Clairaut. clendues au ras general. Solution 

generale 

12. Applications ii la Torre el au\ planet es 


Pages. 

r 

2 


2 


5 

5 

6 

7 

8 


9 

10 


PREMIERE PART IK. 

Le probldme d’Appell. 

Conditions generates de l’dqiulibre hydrodynamigue. 


ClTAPITIlK IL 

Equation fondamenlale d'hydrodyna m ique . Discussion generale. 


13. Les conditions du problcme i3 

14. Equation de Pcqnilibre liyclmdynaiuique i!\ 

15. Premiere condition (Pequilihrc. Applications i/i 

1G. Les surfaces de niveau coincident Loujours aver les surfaces d’egalc 

pression iG 

17. La force resultan tc derive d’un polcnticl ou hien esl normals a son 

volationnel ou tonrbillon iG 

18. La force d drive d’un potenticl 17 

9. La densite cst conslante ou function dc la scule pression 18 



286 


TABLE DES MATIERES. 


I*as, '«■!*. 


20. Les surfaces d’egale pression et d’eg.ile densiLr coincident i,S 

21. La force ne derive pas d’un potculiel . jq 

22. Gas de la temperature ip 

23. Introduction de racceleratiun einetique i<) 

24. II y a un potentiel des pressions »o 

25. II n’y a pas de potenliel des prossimis u 


Giiai’ITRK III. 
fitjidlibre niUtfif. 

2(i. Expose du probleme el resultals 

27. liquation generale de I’equilibrc relalif 

28. Gas d'nne masse somnise ft la gravitation 

29. La rotation se faitautour d’un des axes prineipaux d’iucrlic. Stahililr. 


30. liquation reduile de I'eqtiilihrc relalif 

31. Les surfaces de niveau et d’egale tie unite doivent Eire tin revolution . . 

32. Les surfaces sont symelriqucs par rapport an plan equatorial mu\en . w; 

33. La pesanlcur. Formula de Poincare 

31, La pesanleur. Formnle de Rrnns . t|) 

35. liquation dc condition des surfaces de niveau 


30. Relation enlrela vil.e.ssc dc roialion et IY*quulinn des surfaces d’egale 
densite ’ 

37. iYIouvemenl relalif dans le eas general *» j 

GlIAIMTItM IV. 

Mtmvem on f. perm ttnen / . 

38. Expose du probleme et resultals 

30. Expression de [’acceleration oil function de la vilessc. Equal. ion d’Kuler. .;.'j 

40. Expression de I’acceleral ion en fonclion du lourbillou. liquai inn 

d’Hclmhollz • 

41. Gliamp irrotationnel lies accelerations ,j~ 

42. Vitesse le long d’un filet fluide. Equation de Rernnuilli :;,s 

43. Les vitesses des molecules sont cons lau les tout le long des l cajecl oires. fir* 

44. Les surfaces d’egale vitesse sont loules cylindriqucs par rapport a une 

m6me direction, s’il y a mu: function des accelerations \t 

45. Les surfaces sont toutes de revolution et symetriques par rapport an 

plan Equatorial moyen 

4b, Equation reduite dans le mouvemunl permanent /j.q 

4(. Equation do Poincare, equation de Rrnns, dans le mmivrtuent 

permanent ^ 

48. Cas d’uiie fonetion des accelerations, Lea vitesses du rotation ne 

dependent que de la distance h l’axe de rotation \.\ 

49. Cas oil il n’y a pas de fonetion des accElErations jq 



TABLE DES MATIERES. 


287 


Gir apitiiis V. 

Mouvement permanent relalif. 


Paaes . 


f»0. Definition du probleme, Rtisullats .fs 

51. Les equations d’ Filler generalises .jjs 

52. La quantity do inofivement relatif est nolle :lo 

58. Fnergio einrlique relative 5 r 

54. Form vivo dVutrainciuenl. Premiere relation 5:i 

55. Le moment riuetique relalif est mil, dans le mouvemonl a la Poinsot. 5s 

511. Moment cinrtiquc total constant. Deuxieme relation 53 

57. _LVm| nation do condition du mouvement permanent relatif. Trnisi&mc 

relation. ’ 54 

5S. Le lunuvement 5 l,a Poinsot. est impossible pour unc masse iluide on 

mouvement permanont relalif 55 

51). La rotation doit so fa ire autour de Paxe (hi revolution 56 

(ii). Ca* plus general du mouvemonl relatif non permanent. Les Irois 

equations du mouvemont a la Poinsot 56 

til. Le soul mouvement possible sc reduil. encore a nne simple rotation 

autour d’un axe principal lixr 57 


DEUXI KM E PART IK. 

£tude g^ndrale et Evolution de la forme d’une masse heterogene. 


Cl! A 1*111115 \ 1. 

ft tuile generate des formes etti psuidalea. 


0;! . Le probleme <| u i sc pose el les resiilt.als 

till, Rappel drs foniiules de PaLLraction (Pun ellipsoide Immogcnc 

r»t. Attraction d’une r.ourlic ell ipsoi'dale et d’un ellipsoide liclerogeue. . . . 

1)5. Metlmde de M. Ilamy el formules 

(if). He marques sue les fo notions P, Q, R 

07. Passage d’une met h ode ?i Paul re 

OS. Formules generates au inoyen du potential 

01). Verifications ties conditions du poLcntiel 

5lL Expression de la vitesse de rotation el equation de condition 

51. Identification a\cr. les formules dcs ellipsoides liouiogenes 

Vi. L’axr dc rolation est le plus petit, axe de PellipsoVde 

53. Tlicomur de M. Ihimy. Lea touches de meme densite (Pune masse 
hetcrogene ue peuvcnl. pas etre ellipsoid ales 

74. Expressions <m coordonnees polaires. Variation de la vitesse tie rotation 

on latitude 

75. Variation de la vitesse de rotation on profondeur 

70. Ellipsoi'dcs liomofnraux et cllipsoYdes lunnotlietiques. Ellipsoides 

limites 

77. Conclusions. Lot de CLairaut generulisee . 

78. Dans le mouvemeiu permanent, si les surfaces de niveau coTncidcnt 

avec les surfaces d’dgalc densite, ellcs ne peuvent pas Gtre non plus 
ellipsoYdales 


Op 

Go 

61 

63 

65 

(55 

(i 7 

bp 

7° 


74 

77 

7 s 

70 


80 



*.i88 


TABLE DES MATURES. 


ClIAHTlUi VII, 

Evolution gencralc ties figures d'et/ui fibre. 

Pages, 

79. Le probl^me pose. Sa solulion N.l 

80. Extension ties deux lirniles dc Glairaut ?i une inaH.su hetrrngibie do 

vitesse quelconque 

81. Les figures cl e Roche dans le cas d’une masse eompleLomoiit. conceulree. -SO 

82. Les figures do Roche sont sensihlcment ellipsoYdales. Celle d’une massu 

het^rogene k plus forlc raison •‘‘Ml 

83. Les deux figures iimiLcs enlre lesquelles la masse helerogenc rust it 

comprise I* 1 

84. Gomparaison dcs figures limites aux faildes vi lessen et, foibles aplalis- 

semen ts pi 

85. Masse heterogene Iimil.ee entre deux ellipsoYdcs homogenes p't 

86. Developpemenls des formules pour des figures Ires aplatie. IP 

87. Les figures trfts aplatics redeviennent rignureiisemenl ellipsoYdales, 

eomme pour les faildes vitosse •. qfi 

88. Variation de la vitosse do rotation dti rrnirv a la surface <i«S 

89. Application de la loi des densiles de Roche <1«S 

90. Tnt reduction de la masse dans les fnrmulr ioo 

ClJAIMTitK VIII. 

EUi psoides de revolution homofoetuix et liontotliet.it/ties. 

Limitation d'une masse heterogene gar deux elli psoides homogencs. 

91. Objel du Chapit.ro el resultats hu 

92. Formules dc I’nllrncLinu d’un ollipsnYde <1 it revolution sur mi point 

exterieur m.l 

93. Formules de Fa I traction d’tm ellipsoide hclerogime sur un de ses 

points ioo 

94. Formules do la vitesse dc rotation on un point 107 

95. La force centrifuge ne pen 1 jamais egaler Pa It rael.ion, Iinpossihilil c 

d’un fraetionncmenl m.s 

96. Gas dcs surfaces spit eriq tics. Files sont possibles seulemcnl, si la \ilossr 

do rotation cal. 11 nil r mq 

97. Variation de la vitosse dc rotation sur urn* surface do iineur no 

98. Hypothfcse dc Pequilibrc contraint on equilibre mcenniqiie i\a 

99. Cas particulier des ellipsoYdcs liomolheliques. La vitesse an centre 

varic eomme cello d’un ellipsoide bomogene m3 

100. Gas particulier dcs ellipsoYdcs hoinofocaiix. La vitosse a la surface 

yarie eomme cello d’un ellipsoYde bomogene u/j 

101. Discussion dans le e.as oil les d ensiles tic varied pas. La variation 

gendrale de la sitesse de rotation csl. hi inline quo pour les ellip 
soYdes homogiinor nfi 

102. Gomparaison de la vitesse do rotation aver, nolle des ellipsoYdcs 

homothetiques et hmnofocaux 117 

103. La variation de la vitesse de rotation et des aplalissemeds d’une 

masse heterogfine esl comprise entre ceux de deux ellipsoYdcs 
homogenes ; ,,8 

104. Le problfeme riSel. Dismissions avee moment dc rotation constant iai 



TABLE DES MATIERES. 


289 

Pages. 

105. Definition de la contraction uniforme, qui conserve Ies couches d’^gale 

densite 121 

100. Variation du grand axe peudunL la contraction ia3 

107. Application h la Terre ia/j 

TROISIKME PARTI E. 

La figure de la Terre. 

Probl6me de Clairaut et probltae de Poincare. 

CllA PITRK IX. 

Le Probleme de Clairaut. Les surfaces de niveau ellipsoidal es. 

108. Objet du Chapitre i'i5 

100. Fonctions sphcriques iafi 

110. Fornmles relatives la sphere 1:28 

111. Developpement du potentiel pour une figure voisine de la sphere.... 129 

115?. Determination des coefficients du developpement i3o 

113. Les surfaces de niveau sont des ellipsoi'des i3i 

114. Determination de Paplatissernent. Equation diUerentielle de Clairaut. 

Extension de la determination au mouvement permanent i33 

115. Autre rnetliode par le developpement du potentiel i35 

116. Theoreme fie Stokes. Le potentiel & I’exterieur (Tun aslre ne depend 

pas de sa constitution interne 1.J7 

117. Extensions du theoreme de Stokes. Ghaque coeflicienL des Lermes du 

developpement du potentiel est un invariant 1 3 9 

CiiAPirnu X. 

Relations entre fa densite et les aplalissements . 

118. Gontenu du Chapitre i/pi 

119. liquation generate de Clairaut reliant les aplatissemeul.s a la vilesse 

de rolal ion 1 f \ .> 

120. Les liinit.es des aplalissements i/|/| 

121. L’equation dilKrenticllc de Clairaut i/j5 

122. Lois de variation des aplalissements internes i/| 7 

123. Liquation de iP Alembert relative aux moments d’incrlic i/|8 

124. Les trois formulas fondamenlales if|8 

125. Nouvelles limil.es de Paplalissemenl i/p) 

•126. La loi des aplalissements internes depend uniqucmcuL de la loi des 

densites i5i 

127. Formula de Uennessy. Paramel.ro du condensation de Callandreau 1 53 

128. Limite de l’aplatissemcnt et de la densite au centre i5. r > 

129. Determination de Paplatissemcnt de la Terre par les observations de 

la Lunc 107 

130. L’aplatisscmeal superficial el Poceun i5f) 

APPKLt. — iv (8). 


tu 



lO 


TABLE DES'MATIERES. 


Chapitrk XI. 


Le problkme de Poincare . 


11. Expose du probleme 

12. L’equation differentielle Clairaut-Radau 

13. La fonction de Radaa. Ses limites 

14. Variation de la fonction de Radau* Theoremc fondamental 

15. Liquation de condition de Radau 

16. La limite de Poincare independante de toute loi de densile 

17. Seconde limite de Taplatissement independante de toute loi des den- 

sites 

18. Calculs .numeriques de i’aplalissemonL par la mcthude directc, Lois 

des densitds de Legendre et Laplace • 

19. Lois des densitcs de Roche ct Lipschiu. Limites rcinarquuhlemeiil 

resserrees de Tapia tissemcnt 

0. Calculs des aplatissements avec d’autres lois de densitcs. Verification 

des limites resserrees 

1. Recherches antcrieures de Tisserand qui preparaient la solution 

2. Calculs de Radau et de Callandrcau. « Valeur thdorique » de Taplalis- 

sement 

3. Calculs de 11 . Poincare sur la limite mutlicmuthiquc 

4. Autres Calculs de Callandrcau sur certaines expressions pratiquement 

invariantes 


Pnfies. 
if* I 
i fia 
1 03 
iG5 
i(i8 

170 

171 
17/, 


181 
1 83 

1 S» 


Chapitrk XII. 

I'alculs en seconde approximation. 


i. Necessity des calculs cn seconde approximation ■ rt- 

5. Ddveloppcment des formules en seconde approximation 1 S 7 

7. Calcul du potcnlicl de deformation iS«) 

L liquation definissant les aplatissements en fonction de la vitesse de 

rotation J(( , 

L Les trois formules fon da men tales en seconde approximation i <)3 

L L’equation dilFcrenlielle de Clairaut-Radau en seconde approximation. ip. r ) 

1. L’cquation dc condition en seconde approximation npi 


2. Les limites de l’aplatissement de la Terre en seconde approximation,. 197 
L Les limites de Taplatisscmcnt cn toute approximation. Conclusions.. . non 

4. Tableau resume des limites successives de Taplatisscmcnt de la Terre, non 

5. La surface de I'ellipaoYde Lerrestre est ridprimde entre les ptiles el. 

I’dquateur 

6 . Les surfaces ellipsoi’dales sonL impossibles, in erne en mouvoment per- 

manent, avec vitesses de rotation variables. no- 


TABLE DES MATIERES. 


•iflr 


QUATIUFMIS PAUTIK. 

Questions divarses. La pesanteur. La densite interieure 
Mouvements superficiels. Jupiter et Saturn e. 

ClIAPITRE XIII. 

fji variation clc la pesanteur et Taplatissement de la Terre . 

Pflfft.'S . 


157. Objet (In Cliapitre am 

168. Formule de Glairaut reliant I’aplatisscment et la variation de la 

pesanteur am 

150. Demonstration di recto dc la formulc dc Clairaul 313 

160. Variation de la pesanteur en profondeur* Formule de Saigcy ai5 

161. Variation de la pesanteur avec l’allitiulc. Formules de Bougucr. 

Critique de Faye aid 

16?. Formule de la pesanteur eu seconde approximation 318 

163. Rcsnltats des observations et formules de g 319 

164. Calcul de l’aplalissomcnt donne par Ies mesures de la pesanteur aao 

165. Calcul de la masse et dc la densite moyenne de la Terre 

166. Tsostasie et reduction des observations du pendule :r.i/j 

167. Temperature et pression. Conditions physiques au-dessous de I’ccorce. 

Proprietes rcunies des liquides et des solides 337 

168. Lois dc densiles applirahles 5 l’ftcorre. Action dc soulevement des gaz 

internes r.ij) 


Cll APITHK XIV. 

Application de d iff e rentes lots de densiles au problem e m 

161). Gontenu du Cliapitre 

170. Lois des densites de LipschiU et dc Roclie 3.V> 

171. Application au calcul des formules fondamcnlalcs de Clairaut et de 

d’Alembert a.’i/j 

17?. Rcsultats nuineriquus. AplatisseinenL el densite superliciclJe a.'Mi 

173. Cas limite des surfaces de niveau semblables 338 

174. Hypniliftsc gencrale avec vi teases variables ft rinlcrimir a3c> 

175. llypothese d’une Terre solidc a.-fa 

176. Lois des densiles de Levy. Noyau central a/|3 

177. Calcul des elements dc seconde approximation 


C II A PITRE XV. 

Hypotheses autres que cello de Clairaut. 
Vitesse* internes ct displacements a la surface . 


178. Objet du Cliapitre a/j; 

179. Hypothftsc d’une Terre solidc a/17 

180. Terre solidc, solidififte progressivement, avec des vitesses di (Tore n tea. a/if) 

181. Determination du coefficient de precession et du rapport des moments 

d’inertie a5n 



I 

293 TABLE DES MATURES. 

* I’jiAt"'. 

182. Modification du coefficient de precession dans 1c cas dc vitosses 

internes variables. Resultats 

183. Ralentisscment de l’ecorcc dii au frottemeqt des marees s/i.i 

184. Calcul de la precession d’un anneau, La precession cl’un astre fluido cst* 

la mEme que celle du solide Equivalent '</>7 

185. Force horizontal alternative exercee par la Lune & la surface de la 

Terre : a.W 

186. ThEorie des tremblements de terre Gcosynclinaux. Charriages, mon- 

tagnes et depressions :?<>•» 

187. Deplacement du p61e ct des continents par la precession. PhEnomenes 

geologiquss ali3 


Chapitrk XVI. 

Jupiter et Saturne . Forme exterieurc et constitution interne. 


188. Objet du Chapitre.T afi. r ) 

189. Jupiter. Les donnees d’observation •.»().') 

190. Densite, pesanteur a la surface, rapport de la force centrifuge a la 

pesantcur 'fiti 

191. Verification des limites de Clairaut. entre raplatisscmcnt et le rapport 

de la force centrifuge et dc 1’aLtraction. Condensation centrnle 
prononcee >117 

192. L’equation de condition de II. Poincare appliquec k Jupiter. Limites 

etroites du rapport des moments d’inertic ?ii.S 

193. La formule de Clairaut. ne pormel pas d’expliquer I’aplatissemeut dr 

Jupiter par la formule des densite, s de Roche, Lipschiiz, etc 


194. La formule de Clairaul-d’Alemhert 11c permet d’expliquer I’aplatissc- 

ment de Jupiter aver, aucuno loi de densitE *71 

193. Necessite d’adrnettre des vitesses de rotation plus gratifies vers la sur- 
face qu’ci Finterieur de Pastre 7 *.» 7 ; ; 

190. Saturne. L’aplatissemenl. observe no eoneorde pas avee lea autres 
donnees 

197. Conditions mecauiques de la formation de.Panueau dc Saturne *77 

198. Soleil. Conditions mecaniques et physiques dc la formation des ladies. :>«•» 

*'■ 1 * 

, ’ i ' - : ) 


• ■ 1 ' 





LIBRAIRIE-IMPRIMERIE 

GAUTHIER b VILLARS 

55, Quai des Gfaoid[$”Augu8tin8 > PARIS (6 0 ) 

Tdl. DANTON 05-11 et 05-43- H. C. Seine 99506. 


Envoi clans toutc la Franco et I’UnioiiT postal© contro mandat-posle ou valour sur Paris. 
(Cheques postaux : Paris 29323.) 

Frais de port on sus : France et France d’Outro-Mcr, 5 %; Etrangcr, 10 %• 


BEGHIN (H.) 

Mahre de Conferences k In Faculte des Sciences de Paris 

ET 

JULIA (G.) 

Professeur a la Faculte des Sciences de Paris 


Exercices de Mecanique 



Deux volumes in~8 ^ 35 - 16 ) 


Tome I, fascicule I de 336 pages ; 1930 80 fr. 

Tome I, fascicule II de 240 pages ; 1931 . . . ; 60 fr. 

At’PBLL. — Mecanique rationnelU, t. IV, fasc. 2. 




Envoi dans tout® la France et l'Union postale contra mandat-poelo ou valeur &ur Paris, 
(Cheques postaux : Paris 29333.) 

Frais de port en sus : France ot France d’Outre-Mor, 5 «/•? Et ranger, 10 •/•■ 


LIBRAIRIE-IMPRIMERIE 

GAUTHIER-VILLARS 

55, Quai dcs Grands- Augustins, PARIS (6°) 

Tel. DANTON 05-il et 05-13. U. C, Seine 99506. 


BLANC (E.) 

Ancien fileve de l’Ecole Normale supericure 
Agrege de lTJniversite 


Problemes 

et 

Complements de Mecanique 

A L'USAGE des candidats 
AU CERT1FICAT DE MATHEMAT1QUES GENERALIiS 
ET DES ELfeVES DE MATHEMAT1QUES SPfcClALES 




^ « cr -?v Pr6face de M - Edouard LE ROY 

r. Q r _ \ Membre de lTnstitut 

/ s^. \ 

; 

mi 

/*}. 

x vr * 

r * 

yaifte in-8 raisin (a5-i6) de X ,„- a 8 7 pages et 1|3 figure, j , 9 3t , 


60 fr. 






LIBRAIRIE.IMPRIMERIE 

GAUTHIER-VILLARS 

55 , Quai des Grands- Augustins, PARIS (6 e ) 


Tel. DANTON 06-41 et 05-42. 


R. C. Seine 09506, 


.Envoi dans toute la ['Vance et 1’Un.ion postale contre mandat-poste ou valeur sur Paris. 
(Cheques posLaux : Paris 20323.} 

Frais de port eu sus : France et France d'Outre-Mer, 5 °/ 0 ; Elranger, 10 ®/°> 


CHAZY (Jean) 

Charge de Cours a la Faculte des Sciences de Paris 


Corns 


Mdcanique rationnelle 

(Cours de la Facultd des Sciences) 


Deux volumes in-8 ( 25 -i 6 ) 

Tome 1 : Dynamique du 'Point materiel . 392 pages, avec 182 figures ; 1933.. . 70 fr. 

Tome 11 : Dynamique des Systhnes matiriels. yj-462 pages, avec 182 fig. ; 1933, . 80 Fr. 




LIBRAIRIE-IMPRIMERIE 

GAUTH I E R- VI L LARS 

55, Quai des Grands-Augustins, PARIS (6 e ) 

Tel. D ANTON 05-41 et 05-12. 11. C. Seine 99500. 


Envoi dans toute la France et TUnion postale contre mandat-posto ou valeur sur Paris. 
(Uicqucs postaux : Paris 29 323.) 

Frais de port en sus : France cl France d’Outre-Mer, 5 % ; E tranter 10 *»/»• 


ROY (Louis) 

Correspondaht de lTnstitUt 
Professeur a la Faculte des Sciences de Toulouse 


Corns 

de rinstitat electrotechnique 
et de Mecanique appliquee 
de rUniversite de Toulouse 

Corns de Mecanique appliquee 

A l'uSAGE DES &LEVES 

DE l’instjtut electrotechnique 

ET DE MECANIQUE APPLIQUEE 
ET DES CAND 1 DATS AU CERTIFICAT 
DE MECANIQUE APPLIQUEE 


Tome 1 : Cours de Mecanique rationnetie. ln-8 (a 5 -i 6 ) de vi-260 pages, avec io 3 figures; 
40 Fr. 

Tome 11 : Statique graphique et resistance des materiaux , In-8 (25-1 6) de ai3 pages, avec 
86 figures ; 1921 4Q f r< 

103640-30 Paris. — Imp. GAUTHIliR-VILLA'KS, quai des Grands- Augustins, 55. 



